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Oppgave 1 Regn ut trippelintegralet∫∫∫
x2+y2+z2≤1

exp
(
(x2 + y2 + z2)

3
2
)
dV.

Oppgave 2 Bruk Lagranges multiplikatormetode til å finne maksimum og
minimum til funksjonen f(x) := x − y + z på kuleflaten x2 + y2 + z2 = 1. Forklar
hvorfor du med sikkerhet kan si at metoden leder til løsning av problemet.

Oppgave 3 La r(s), s ∈ [0, ℓ], være buelengde-parametriseringen til en kurve
C i R3. Hva er lengden til C? Anta at komponentene i r(s) er to ganger kontinuerlig
deriverbare for alle s i (0, ℓ). Vis at r′(s) og r′′(s) står ortogonalt på hverandre for
alle s i (0, ℓ). (Hint: Hva er lengden til r′(s)?)

Oppgave 4 La C være randen til halvsirkelskiven x2 + y2 ≤ 1, y ≥ 0 med
positiv orientering, og la

F(x, y) := (cos x − y3, e−y2 + x3).

Regn ut ∮
C

F · dr.

Oppgave 5 La f : R2 → R være definert ved

f(x, y, z) := ex(sin(πyz) + z).

a) Finn en normalvektor til tangentplanet til flaten

f(x, y, z) = 1 (1)

i punktet (0, 1, 1). (Du kan her gå ut fra at (1) definerer en flate i nærheten
av punktet (0, 1, 1).)

b) Bestem lineariseringen (den lineære approksimasjon) til f om punktet (0, 1, 1).

c) Forklar hvorfor ligningen f(x, y, z) = 1 definerer en funksjon z = Φ(x, y)
når (x, y) er i nærheten av (0, 1), slik at Φ(0, 1) = 1. (Hint: Husk implisitt
funksjonsteorem.)
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Oppgave 6 La f : R2 → R være definert slik:

f(x, y) :=


4x3+y3

x2+2y2 , (x, y) ̸= 0;
0, (x, y) = (0, 0).

a) Avgjør om f er kontinuerlig i (0, 0) .

b) Beregn ∇f(0, 0) og avgjør i hvilken retning bort fra (0,0) f vokser raskest.

Oppgave 7 La F være et glatt vektorfelt i R3 og r0 = (x0, y0, z0) et punkt slik
at curl F(r0) ̸= 0. La P være planet gjennom r0 med normalvektor curl F(r0). La
Cε være sirkelen i P med sentrum i r0 og radius ε. Bruk Stokes’ teorem til å vise
at

| curl F(r0)| = lim
ε→0

1
πε2

∮
Cε

F · dr

når Cε er positivt orientert relativt orienteringen til P gitt ved curl F(r0).
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Formler og konvensjoner

x = r cos θ

y = r sin θ, 0 ≤ θ < 2π

x = ρ cos θ sin φ

y = ρ sin θ sin φ

z = ρ cos φ, 0 ≤ φ ≤ π

ds = ∥r′(t)∥ dt

dA = dx dy = r dr dθ

dS =
√

z2
x + z2

y + 1 dx dy (z = z(x, y))

dV = dx dy dz = r dr dθ dz

dV = ρ2 sin φ dρ dφ dθ

r′(t) = dr
dt

T = r′(t)
∥r′(t)∥

curl(F) = ∇ × F =

∣∣∣∣∣∣∣
i j k

∂x ∂y ∂z

F1 F2 F3

∣∣∣∣∣∣∣
∫∫

D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dA =

∮
∂D

P dx + Q dy

∫∫
S

F · N dS =
∫∫∫

V
div(F) dV

∮
∂S

F · T ds =
∫∫

S
curl(F) · N dS


