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Implisitt derivasjon med hensyn pa x gir

e* ™V + xe*Y 1—Q —y—x—=0
dx dx ’

som innsatt for (x,y) = (1, 0) gir

d
2e —(e+1) = 0.
(x¥)=(1,0)
Det vil si,
dy _ 2e
dx )=o) € +1
Ligningen til tangenten til kurven i punktet (x, y) = (1, 0) er sa gitt ved
_ 2e "
YT e+ =D

Observer at x3 — x = x(x? — 1) = x(x + 1)(x — 1). Delbrgkoppspalting gir at

1 _1 1 + 1 1
x3—x 2\x—-1 x+1 x
slik at

fdx —fl . ~ )= 2ldx = Sinjr -1+ 2 Inpx+ 1) —Infx| + C
x3—x 2\x—1 x+1 x x_znlx | 2n|x | =Inx] '

I vart tilfelle er f(x,y) = cos(xy — x) slik at
Yn+1 = In + hf(xn: yn) =n + hcos(xnyn - xn)v Xn = Xo + Tlh,

derh =0.1,x, = 0 og y, = 0.9. Dermed er
Y1 =Y + hcos(xgyy —x9) =09+ 0.1cos0 =1,

0g
Y, =y, +hcos(xy; —x;) =1+ 0.1cos0 = 1.1.

a) Ettersom P, er taylorpolynomet av grad 4 til f om a = 0 vet vi at

1 1 1
Py(x) = f(0) + f'(0)x + 5f"(O)x2 + 5f"’(O)x3 + Ef<4>(0) =34 2x% + x3 + 4x*
slikat 1/3! f"(0) = 1. Detvil si, f"(0) = 6.

b) Taylors formel gir i vart tilfelle at

)
5!

der s ligger mellom 0 og x. Fra oppgaveteksten vet vi at | ) (x)| < 12 for alle x slik at

x5

Eu(x) =

12 1
|Ea(0)] = glxl5 = EIXIS-

For at |x|°/10 < 107° mé |x|®> < 107>, Det vil si, |x| < 1/10.
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Gitt et rektangel med bredde b og hgyde h, og omkrets ¢ = 2b + 2h har vi at arealet til rektangelet
er gitt ved

b
A=bh=§(c—2b)
La f(b) = (b/2)(c — 2b). Vi gnsker a finne b slik at f (b) blir stgrst mulig. Da f har ingen singulaere

punkter (punkter der den deriverte ikke er definert), og endepunktene er uinteressante, ser vi pa
eventuelle kritiske punkter.

Ettersom 1
c
f’(b)=E(c—2b)—b=§—2b=0

har lgsning b = c¢/4 farviath = ¢/2 —b = ¢/2 — c¢/4 = c/4. Altsa far vi stgrst areal ved a velge
b = h = c/4 for et rektangel med en gitt omkrets ¢, det vil si et kvadrat med sidelengde c/4.

Vi skal né finne dimensjonen til den stgrste «rektangulaere» pakken som kan sendes som en sar-
pakke. Fra den fgrste delen til oppgaven vet vi at vi far stgrst areal dersom det vertikale tverrsnittet
er et kvadrat. La det vertikale tverrsnittet ha sidelengde x, og dermed areal x2. Fra regelen til Posten
angdende sarpakker vet vi at

4x +s =150

der s er den stgrste lengden. Det vil si, s = 150 — 4x. Altsa er volumet til seerpakken gitt ved
V(x) = x?s = x2(150 — 4x).

Vi gnsker a finne x slik at V (x) blir stgrst mulig. Da V har ingen singulzere punkter (punkter der den
deriverte ikke er definert), og endepunktene er uinteressante, ser vi pa eventuelle kritiske punkter.

Ettersom
V'(x) = 2x(150 — 4x) — 4x? = 300x — 12x? = 12x(25—x) =0

har Igsning x = 0 og x = 25, og der x = 0 er uinteressant, vet vi at V' (x) ma innta sin stgrste verdi
nar x = 25 ogdermed s = 150 — 4x = 50.

@ Ved analysens fundamentalsetning er

£/ =xt —1
slik at buelengden til grafen til f pa intervallet [1, 2] er gitt ved
2 2 2 1 7
szf 1+f’(x)2dx=J \/1+x4—1dx=J xzdx=§(23—1)=§.
1 1 1
Fra definisjonen til den deriverte far vi at

fO+m=fO _ . W=7
=l

O i g = fhsing;

Observer at | sin1/h| < 1 for alle h # 0. Det gir at
1
—|h| < hsin - < |h|
h
for alle h # 0. Skviseregelen gir sa at
"(0) = lim hsi 1 0
f'( )—hl_r)l’(l) sin - = 0.

Altsa eksisterer den deriverte til f i x = 0, og dermed er f deriverbarix = 0.
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(i) Observeratn?(1/2)" = n?e™"(1/2) = n2¢="In2 Tkampen mellom en potens (et polynom) og
en eksponentialfunksjon, vinner alltid eksponentialfunksjonen, som i vart tilfelle betyr at

2

n
Jim Sz = 0.
Da
e (R D2A/2)M 1
r = lim = lim =—-<1
noo  a, n—oo n?(1/2)n 2

gir forholdstesten at rekken ZZ;O n2(1/2)" konvergerer. (Merk at det forholdstesten gjgr er &
sammenligne med en passende geometrisk rekke.)

(ii) Observer atsin(2nn + m/2) = sin(w/2) = 1. Altsd er

1 =1
Z— (27rn+ ) Z—,
17’1 ~ n

som er den harmoniske rekken. Den harmoniske rekken divergerer (som vi ser ved for eksem-
pel integraltesten).

(iii) Maclaurinrekken (taylorrekken om a = 0) til f(x) = e* er gitt ved

[ee) xn
-3
n=0
for alle x € R. Spesielt har vi at
10™

— 910.
n!

n=0

@ Maclaurinrekken (taylorrekken om a = 0) til sin x er gitt ved

D" y2n+1

simx= L, 2n+ 1))
for alle x € R. Dermed er -
sinx3 = G x67+3
— (2n+ D!
som igjen gir at
sinx3 _ ( " o
x3 (Zn + 1)'

Altsa kan vi uttrykke det bestemte integralet

1 sin x3
I = 3 dx
0 X
som den alternerende rekken

sin x3 =nr o = D"
f f Z(2n+1)l x dx_n=0(2n+1)!(6n+1)'

La s, veere den nte partialsummen til rekken. Det vil si,

(D"
G 2k + D6k + 1)’

Spn =

TMA4100 Matematikk 1 8. desember 2015 Side 3



TMA4100 Matematikk 1 Lgsningsforslag

La a, vaere det nte leddet til den alternerende rekken. Det vil si,

o = ="
T @2n+1D!(6n+1)

Observer at |a, 1| < |a,| forn =0,1,2,...0gatlim, ., a, = 0.
I vart tilfelle er sa feilen til approksimasjonen for integralet ved partialsummen s, gitt ved

1
2n+3)(en+7)

[l = sp| < lapql =

For at |a,,4| < 1073 ma (2n + 3)! (6n + 7) = 10% = 1000. Fra tabellen
n | 0 1
@n+3)(6n+7) | 42 1560

ser vi at vi ma summere opp de to fgrste leddene, a, og a,, for at partialsummen skal gi en approk-
simasjon til integralet som har feil mindre enn 1073,
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