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1 Delvis integrasjon med 𝑢ᇱ(𝑥) = 𝑥ଶ og 𝑣(𝑥) = ln 𝑥 gir
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2 Differensialligningen er separabel. Vi løser ved separasjon av variabler. Det gir

d𝑥

𝑒௫
= sin 𝑡 d𝑡

න𝑒ି௫ d𝑥 = නsin 𝑡 d𝑡

−𝑒ି௫ = −cos 𝑡 − 𝐶

𝑒ି௫ = cos 𝑡 + 𝐶

−𝑥 = ln(cos 𝑡 + 𝐶).

Det vil si,

𝑥(𝑡) = ln ቆ
1

cos 𝑡 + 𝐶
ቇ .

Fra initialbetingelsen 𝑥(0) = 1 får vi at 𝐶 = 𝑒ିଵ − 1. Altså er

𝑥(𝑡) = ln ൬
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𝑒 cos 𝑡 + 1 − 𝑒
൰ .

3 Vi observerer at √𝑥 ≥ 𝑥ଶ for 𝑥 ∈ [0, 1]. Skivemetoden gir
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4 Delbrøkoppspalting gir

𝑥ଶ + 𝑥 + 1

𝑥ଷ + 𝑥
=

𝑥ଶ + 𝑥 + 1
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=
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𝑥
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𝑥ଶ + 1
,

der vi får at 𝐴 = 𝐶 = 1 og 𝐵 = 0. Dermed er

න
𝑥ଶ + 𝑥 + 1

𝑥ଷ + 𝑥
d𝑥 = නቆ

1

𝑥
+

1

𝑥ଶ + 1
ቇ d𝑥 = ln |𝑥| + arctan 𝑥 + 𝐶.

5 Funksjonen 𝑓 er kontinuerlig på det lukkede intervallet [−𝜋/2, 𝜋/2]. Altså har 𝑓 en maksimalverdi

og en minimalverdi på [−𝜋/2, 𝜋/2] ved ekstremalverditeoremet. Vi må dermed sjekke endepunk-

tene samt eventuelle kritiske og singulære punkter.

Ved å benytte
ୢ

ୢ௫
|𝑥| =
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|௫|
for alle 𝑥 ≠ 0 får vi

𝑓ᇱ(𝑥) =
𝑥

|𝑥|
cos |𝑥| −

1

2

slik at 𝑓ᇱ(𝑥) = 0 har løsning 𝑥 = 𝜋/3. Da
ୢ

ୢ௫
|𝑥| ikke eksisterer for 𝑥 = 0, er 𝑥 = 0 et singulært

punkt.
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Fra
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4
≈ 2.7854 𝑓(0) = 1
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ser vi at 𝑓 oppnår sitt maksimum i 𝑥 = −𝜋/2 og sitt minimum i 𝑥 = 0.

6 Fra oppgaveteksten får vi

d𝑣

d𝑡
= −𝑘𝑣(𝑡)ଶ,

der𝑣(𝑡)betegnerhastigheten (målt i km/time), 𝑡 er antall timerog𝑘 erproposjonalitetskonstanten.

Videre har vi at 𝑣(0) = 8 og 𝑣(1/12) = 6.

Differensialligningen er separabel og vi løser ved separasjon av variabler. Det gir

d𝑣

𝑣ଶ
= −𝑘d𝑡

න
d𝑣

𝑣ଶ
= න−𝑘d𝑡

−
1

𝑣
= −𝑘𝑡 − 𝐶

1

𝑣
= 𝑘𝑡 + 𝐶.

Det vil si,

𝑣(𝑡) =
1

𝑘𝑡 + 𝐶
.

Fra 𝑣(0) = 8 får vi at 𝐶 = 1/8. Altså er

𝑣(𝑡) =
8

8𝑘𝑡 + 1
.

Fra 𝑣(1/12) = 6 får vi 𝑘 = 1/2. Det vil si,

𝑣(𝑡) =
8

4𝑡 + 1
.

For å ϐinne 𝑡 slik at 𝑣(𝑡) = 1 løser vi 8/(4𝑡 +1) = 1med hensyn på 𝑡. Litt regning gir 𝑡 = 7/4. Altså

har boreplattformen hastighet 1 km/time etter 7/4 time, det vil si 1 time og 45minutter.

7 a) Fra formelen for buelengden til grafen til en funksjon får vi

𝑠 = න
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ඥ1 + (𝑓ᇱ(𝑥))ଶ d𝑥 = න
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4
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√9𝑥 + 22d𝑥.

Vi regner ut integralet ∫
଻

ଶ
√9𝑥 + 22d𝑥 ved hjelp av substitusjon. La 𝑢 = 9𝑥 + 22. Da er

න
଻

ଶ

√9𝑥 + 22d𝑥 =
1

9
න

଼ହ

ସ଴

√𝑢d𝑢 =
1

9
ቈ
2

3
𝑢ଷ/ଶ቉

଼ହ

ସ଴

=
2

27
(85√85 − 80√10).

Altså er

𝑠 =
1

2
න

଻

ଶ

√9𝑥 + 22d𝑥 =
1

27
(85√85 − 80√10) =

5√5

27
(17√17 − 16√2).

b) Legg merke til at 𝑓(𝑔(𝑥)) = (𝑥ଶ/ଷ − 2 + 2)ଷ/ଶ = 𝑥 og 𝑔(𝑓(𝑥)) = ((𝑥 + 2)ଷ/ଶ)ଶ/ଷ − 2 =

𝑥 + 2 − 2 = 𝑥. Altså er 𝑓 og 𝑔 inverse funksjoner av hverandre. Dermed må grafene deres ha

samme buelengde.
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8 Trapesmetoden med 𝑛 = 1 gir

න
௘

ଵ

d𝑡

𝑡
≈ (𝑒 − 1) ቆ

1

2
+
1

2
𝑒ିଵቇ =

1

2
(𝑒 − 𝑒ିଵ) ≈ 1.1752 > 1.

Enmåte å se at trapesmetoden gir en for stor verdi for integralet er å tegne grafen til 𝑓(𝑡) = 1/𝑡 og

trapeset gitt av trapesmetoden med 𝑛 = 1 i samme ϐigur.

𝑡

𝑦

1 𝑒

1
ଵ

௘

Det er klart at arealet av trapeset er større enn arealet under grafen til 𝑓(𝑡). Altså vil trapesmetoden

med 𝑛 = 1 gi en for stor verdi for integralet.

Fra
1

2
(𝑒 − 𝑒ିଵ) > 1

får vi, ved å gange begge sider med 2𝑒, at

𝑒ଶ − 1 > 2𝑒.

Det vil si, 𝑒ଶ − 2𝑒 − 1 > 0.

Legg merke til at 𝑒ଶ − 2𝑒 − 1 = (𝑒 − 1)ଶ − 2. Altså er

𝑒ଶ − 2𝑒 − 1 = (𝑒 − 1)ଶ − 2 > 0.

Det vil si, (𝑒 − 1)ଶ > 2. Ved å ta kvadratoten på begge sider av ulikhetstegnet, samt legge til 1 på

begge sider, får vi

𝑒 > √2 + 1 ≈ 2.4142.

9 La 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑒ି௫
మ

. Da er

1

𝑛ଶ

௡

෍

௞ୀଵ

𝑘𝑒ି௞
మ/௡మ

en Riemann-sum for 𝑓 på intervallet [0, 1]. Det gir

lim
௡→ஶ

1

𝑛ଶ

௡
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𝑘𝑒ି௞
మ/௡మ = න

ଵ

଴

𝑥𝑒ି௫
మ

d𝑥.

Vi regner ut integralet ∫
ଵ

଴
𝑥𝑒ି௫

మ

d𝑥 ved hjelp av substitusjon. La 𝑢 = −𝑥ଶ. Da er

න
ଵ

଴

𝑥𝑒ି௫
మ

d𝑥 = −
1

2
න

ିଵ

଴
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1

2
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1
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(1 − 𝑒ିଵ).

Altså er

lim
௡→ஶ

1

𝑛ଶ
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1

2
(1 − 𝑒ିଵ).
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