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1 Ettersom

𝑥 + 3

𝑥ଶ + 4𝑥 + 4
=

(𝑥 + 2) + 1

(𝑥 + 2)ଶ
=

1

𝑥 + 2
+

1

(𝑥 + 2)ଶ

følger det at

න
ஶ

ିଵ

𝑥 + 3

𝑥ଶ + 4𝑥 + 4
𝑑𝑥 = න

ஶ

ିଵ

ቆ
1

𝑥 + 2
+

1

(𝑥 + 2)ଶ
ቇ𝑑𝑥

= lim
௕→ஶ

ቈln(𝑥 + 2) −
1

𝑥 + 2
቉

௕

ିଵ

= lim
௕→ஶ

ቆln(𝑏 + 2) −
1

𝑏 + 2
+ 1ቇ .

Siden

lim
௕→ஶ

ln(𝑏 + 2) = ∞ og lim
௕→ஶ

1

𝑏 + 2
= 0

får vi at

න
ஶ

ିଵ

𝑥 + 3

𝑥ଶ + 4𝑥 + 4
𝑑𝑥 = ∞.

Altså divergerer integralet.

2 a) La 𝑓(𝑥) = arctan 𝑥−2𝑥+4 for 𝑥 ∈ ℝ. Siden 𝑓 er en kontinuerlig funksjon og 𝑓(3) < 0 < 𝑓(0),

gir skjæringssetningen at 𝑓(𝑥) = 0 har minst én løsning når 𝑥 ∈ (0, 3). Observer at

𝑓ᇱ(𝑥) =
1

1 + 𝑥ଶ
− 2.

Da 0 < 1/(1 + 𝑥ଶ) ≤ 1 for alle 𝑥 ∈ ℝ, må 𝑓ᇱ(𝑥) < 0 for alle 𝑥 ∈ ℝ. Altså er 𝑓 en strengt

avtagende funksjon. Dermed har 𝑓(𝑥) = 0nøyaktig én løsning for 𝑥 ∈ (0, 3). Siden 𝑓 er strengt

avtagende for alle 𝑥 ∈ ℝ kan ikke 𝑓(𝑥) = 0 ha løsninger for 𝑥 utenfor (0, 3). Dermed har

𝑓(𝑥) = 0 nøyaktig én løsning for 𝑥 ∈ ℝ.

Newtons metode gir i vårt tilfelle at

𝑥௡ାଵ = 𝑥௡ −
𝑓(𝑥௡)

𝑓ᇱ(𝑥௡)
= 𝑥௡ −

arctan 𝑥௡ − 2𝑥௡ + 4

1/(𝑥ଶ௡ + 1) − 2

for 𝑛 = 0, 1, 2, … Innsatt for 𝑥଴ = 2 får vi at

𝑥ଵ = 2 −
arctan 2 − 4 + 4

1/(2ଶ + 1) − 2
= 2 +

5 arctan 2

9
≈ 2.6151

𝑥ଶ ≈ 2.6151 −
arctan 2.6151 − 5.2302 + 4

1/(2.6151ଶ + 1) − 2
≈ 2.6019.

b) For at kurven 𝑒௬/ସ arctan 𝑥+4−𝑦𝑒௫ = 2𝑥 cos 𝜋𝑦 skal skjære 𝑥-aksenmå𝑦 = 0. Innsatt for𝑦 =

0 får vi arctan 𝑥+4 = 2𝑥. Det vil si, arctan 𝑥+4−2𝑥 = 0. Fra a) vet vi at arctan 𝑥+4−2𝑥 = 0

har nøyaktig én løsning for 𝑥 ∈ ℝ. Altså skjærer kurven 𝑥-aksen nøyaktig én gang.

For å ϐinne ligningen for tangenten til kurven i punktet (0, 4) bruker vi implisitt derivasjon

med hensyn på 𝑥. I vårt tilfelle får vi at

1

4
𝑒௬/ସ arctan 𝑥

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+

𝑒௬/ସ

1 + 𝑥ଶ
− 𝑒௫ ቆ

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑦ቇ = 2 cos 𝜋𝑦 − 2𝜋𝑥

𝑑𝑦

𝑑𝑥
sin 𝜋𝑦.
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Innsatt for (𝑥, 𝑦) = (0, 4) får vi at

𝑒 −
𝑑𝑦

𝑑𝑥
ቤ
(଴,ସ)

− 4 = 2,

slik at
𝑑𝑦

𝑑𝑥
ቤ
(଴,ସ)

= 𝑒 − 6.

Ligningen til tangenten til kurven i punktet (0, 4) er så gitt ved

𝑦 − 4 =
𝑑𝑦

𝑑𝑥
ቤ
(଴,ସ)

𝑥 = (𝑒 − 6)𝑥,

det vil si,

𝑦 = (𝑒 − 6)𝑥 + 4.

3 Siden | cos(1/(𝑥 − 1))| ≤ 1 for alle 𝑥 ≠ 1, har vi at

−sinଶ(𝑥 − 1) ≤ sinଶ(𝑥 − 1) cos ቆ
1

𝑥 − 1
ቇ ≤ sinଶ(𝑥 − 1)

for alle 𝑥 ≠ 1. Da

lim
௫→ଵ

±sinଶ(𝑥 − 1) = 0

gir skviseregelen at

lim
௫→ଵ

sinଶ(𝑥 − 1) cos ቆ
1

𝑥 − 1
ቇ = 0.

For at𝑓 skal værekontinuerlig i𝑥 = 1 såmå lim௫→ଵ 𝑓(𝑥) = 𝑓(1)hvilket er oppfylt når𝐿 = 𝑓(1) = 0.

Altså er 𝑓 kontinuerlig for alle 𝑥 ∈ ℝ når 𝐿 = 0.

4 Legg merke til at 𝑓(𝜋/3) = 𝑒ହ/ଶାଵ/ଶ = 𝑒ଷ, slik at 𝑓ିଵ(𝑒ଷ) = 𝜋/3. Siden

𝑓ᇱ(𝑥) = −𝑒ହ/ଶାୡ୭ୱ௫ sin 𝑥

har vi at

(𝑓ିଵ)ᇱ(𝑒ଷ) =
1

𝑓ᇱ(𝑓ିଵ(𝑒ଷ))
=

1

𝑓ᇱ(𝜋/3)
= −

2

√3
𝑒ିଷ.

5 La𝑦ଵ = 4−𝑥ଶ og𝑦ଶ = 2−𝑥. For å ϐinne skjæringspunktene ser vi på𝑦ଵ = 𝑦ଶ, det vil si,4−𝑥
ଶ = 2−𝑥.

Det svarer til 𝑥ଶ−𝑥−2 = (𝑥+1)(𝑥−2) = 0 som har løsning 𝑥 = −1 og 𝑥 = 2. Videre så er 𝑦ଵ ≥ 𝑦ଶ
for alle 𝑥 ∈ [−1, 2]. Skivemetoden gir så at volumet av omdreiningslegemet er gitt ved

𝑉 = 𝜋න
ଶ

ିଵ

൫𝑦ଶଵ − 𝑦ଶଶ ൯ 𝑑𝑥 = 𝜋න
ଶ

ିଵ

൫16 − 8𝑥ଶ + 𝑥ସ − (4 − 4𝑥 + 𝑥ଶ)൯ 𝑑𝑥

= 𝜋න
ଶ

ିଵ

൫12 + 4𝑥 − 9𝑥ଶ + 𝑥ସ൯ 𝑑𝑥 = 𝜋 ቈ12𝑥 + 2𝑥ଶ − 3𝑥ଷ +
𝑥ହ

5
቉

ଶ

ିଵ

=
108

5
𝜋.

6 Innsatt for 𝑥 = 𝜋/2 får vi at

𝑓 ൬
𝜋

2
൰ = න

గ/ଶ

଴

2𝑡 sin(𝜋 − 𝑡) 𝑑𝑡 = [2𝑡 cos(𝜋 − 𝑡)]
గ/ଶ

଴
−න

గ/ଶ

଴

2 cos(𝜋 − 𝑡) 𝑑𝑡

= [2 sin(𝜋 − 𝑡)]
గ/ଶ

଴
= 2.

Analysens fundamentalsetning gir at 𝑓ᇱ(𝑥) = 2𝑥 sin(𝜋 − 𝑥) slik at

𝑓ᇳ(𝑥) = 2 sin(𝜋 − 𝑥) − 2𝑥 cos(𝜋 − 𝑥).
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Dermed er 𝑓ᇱ(𝜋/2) = 𝜋 og 𝑓ᇳ(𝜋/2) = 2.

Taylor-polynomet til 𝑓 av grad 2 om punktet 𝑎 = 𝜋/2 er så gitt ved

𝑃ଶ(𝑥) =

ଶ

෍

௞ୀ଴

𝑓(௞)(𝜋/2)

𝑘!
= 𝑓 ൬

𝜋

2
൰ + 𝑓ᇱ ൬

𝜋

2
൰ ൬𝑥 −

𝜋

2
൰ +

1

2
𝑓ᇳ ൬

𝜋

2
൰ ൬𝑥 −

𝜋

2
൰
ଶ

= 2 + 𝜋൬𝑥 −
𝜋

2
൰ + ൬𝑥 −

𝜋

2
൰
ଶ

= 2 −
𝜋ଶ

4
+ 𝑥ଶ.

7 (i) La 𝑎௡ = (−1)௡ାଵ/(𝑛 + ln 𝑛). Siden 𝑛 + 1 + ln(𝑛 + 1) > 𝑛 + ln 𝑛 for alle 𝑛 ≥ 1 har vi at

|𝑎௡ାଵ| =
1

𝑛 + 1 + ln(𝑛 + 1)
<

1

𝑛 + ln 𝑛
= |𝑎௡|

for alle 𝑛 ≥ 1, har vi at leddene er avtagende. Observer at 𝑎௡𝑎௡ାଵ < 0 for alle 𝑛 ≥ 1 og

lim
௡→ஶ

𝑎௡ = 0.

Da vi i tillegg vet at leddene avtagende, gir test for alternerende rekker at

ஶ

෍

௡ୀଵ

(−1)௡ାଵ

𝑛 + ln 𝑛

er konvergent.

For å avgjøre om rekken er absolutt konvergent eller betinget konvergent må vi se på rekken

ஶ

෍

௡ୀଵ

|𝑎௡| =

ஶ

෍

௡ୀଵ

1

𝑛 + ln 𝑛

og hvorvidt den konvergerer eller divergerer. Siden 𝑛 + ln 𝑛 < 2𝑛 for 𝑛 ≥ 1 har vi at

1

𝑛 + ln 𝑛
>

1

2𝑛

for alle 𝑛 ≥ 1. Da∑
ஶ

௡ୀଵ
1/𝑛 er den harmoniske rekken som vi vet at divergerer (ved for eksem-

pel integraltesten), gir sammenligningstesten at

ஶ

෍

௡ୀଵ

1

𝑛 + ln 𝑛

divergerer da ∑
ஶ

௡ୀଵ
1/(2𝑛) divergerer.

Altså er
ஶ

෍

௡ୀଵ

(−1)௡ାଵ

𝑛 + ln 𝑛

betinget konvergent.

(ii) Siden 𝑛 − 1 < 𝑛 for alle 𝑛 ≥ 2 har vi at

𝑛 − 1

𝑛ସ
<

𝑛

𝑛ସ
=

1

𝑛ଷ

for alle 𝑛 ≥ 2, gir sammenligningstesten at

ஶ

෍

௡ୀଶ

𝑛 − 1

𝑛ସ

TMA4100 Matematikk 1 20. desember 2016 Side 3



TMA4100 Matematikk 1 — Løsningsforslag eksamen 20. desember 2016

konvergerer da ∑
ஶ

௡ୀଶ
1/𝑛ଷ konvergerer (dette er en 𝑝-rekke, med 𝑝 = 3 > 1 som vi vet at

konvergerer ved for eksempel integraltesten).

La 𝑎௡ = (𝑛 − 1)/𝑛ସ. Siden 𝑎௡ > 0 for alle 𝑛 ≥ 2 (det vil si, |𝑎௡| = 𝑎௡ for alle 𝑛 ≥ 2) må

ஶ

෍

௡ୀଶ

𝑛 − 1

𝑛ସ

være absolutt konvergent.

(iii) Siden 𝑓(𝑥) = arctan 𝑥 er en strengt voksende funksjon for alle 𝑥 ∈ ℝ, og 𝑓(0) = 0, må 𝑛ଶ −

arctan 𝑛 < 𝑛ଶ for alle 𝑛 ≥ 0. Det gir at

3𝑛

𝑛ଶ − arctan 𝑛
>

3𝑛

𝑛ଶ
=

3

𝑛

for alle 𝑛 ≥ 1. Sammenligningstesten gir så at

ஶ

෍

௡ୀଵ

3𝑛

𝑛ଶ − arctan 𝑛

divergerer da ∑
ஶ

௡ୀଵ
3/𝑛 divergerer.

8 La 𝑓(𝑥) = sin 𝑥ଶ. Siden 𝑓ᇱ(𝑥) = 2𝑥 cos 𝑥ଶ er buelengden til grafen til 𝑦 = 𝑓(𝑥) fra 𝑥 = 0 til 𝑥 = 1

gitt ved

𝐼 = න
ଵ

଴

ඥ1 + 𝑓ᇱ(𝑥)ଶ 𝑑𝑥 = න
ଵ

଴

ඥ1 + 4𝑥ଶ cosଶ 𝑥ଶ 𝑑𝑥.

La 𝐹(𝑥) = √1 + 4𝑥ଶ cosଶ 𝑥ଶ. I vårt tilfelle har vi ϐire delintervaller samt at 𝑎 = 0 og 𝑏 = 1 slik at

ℎ = (1 − 0)/4 = 0.25.

Simpsons metode med ϐire delintervaller gir så tilnærmingen 𝑆ସ ≈ 𝐼, der

𝑆ସ =
ℎ

3
(𝐹(0) + 4𝐹(0.25) + 2𝐹(0.5) + 4𝐹(0.75) + 𝐹(1))

≈
0.25

3
(1 + 4 ⋅ 1.1176 + 2 ⋅ 1.3924 + 4 ⋅ 1.6156 + 1.4723) ≈ 1.3492.

9 Vi observerer at
1

𝑥ଷ − 2𝑥ଶ + 2𝑥
=

1

𝑥(𝑥ଶ − 2𝑥 + 2)
=

1

𝑥 ((𝑥 − 1)ଶ + 1)
.

Delbrøkoppspalting gir så at

1

𝑥 ((𝑥 − 1)ଶ + 1)
=

1

2
ቆ
1

𝑥
−

(𝑥 − 1) − 1

(𝑥 − 1)ଶ + 1
ቇ .

Den gitte differensialligningen er en separabel og lineær første ordens differensialligning. Vi kan

løse den ved for eksempel separasjon av variabler eller integrerende faktor.

Løsning ved separasjon av variabler gir at

ln |𝑦 − 1| = න
𝑑𝑦

𝑦 − 1
= න

𝑑𝑥

𝑥ଷ − 2𝑥ଶ + 2𝑥

=
1

2
නቆ

1

𝑥
−

(𝑥 − 1) − 1

(𝑥 − 1)ଶ + 1
ቇ𝑑𝑥 =

1

2
ቆln 𝑥 −

1

2
ln(𝑥ଶ − 2𝑥 + 2) + arctan(𝑥 − 1)ቇ + 𝐶

= ln
√𝑥

(𝑥ଶ − 2𝑥 + 2)ଵ/ସ
+
1

2
arctan(𝑥 − 1) +

𝐶

2
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(der vi har brukt at |𝑥| = 𝑥 for 𝑥 > 0) slik at

𝑦(𝑥) − 1 =
𝐾√𝑥𝑒

ଵ/ଶୟ୰ୡ୲ୟ୬(௫ିଵ)

(𝑥ଶ − 2𝑥 + 2)ଵ/ସ
, 𝐾 = ±𝑒஼/ଶ.

Det vil si,

𝑦(𝑥) = 1 +
𝐾√𝑥𝑒

ଵ/ଶୟ୰ୡ୲ୟ୬(௫ିଵ)

(𝑥ଶ − 2𝑥 + 2)ଵ/ସ
.

Fra 𝑦(1) = 0 får vi at 𝑦(1) = 1 + 𝐾 = 0, det vil si, 𝐾 = −1.

Altså er

𝑦(𝑥) = 1 −
√𝑥𝑒

ଵ/ଶୟ୰ୡ୲ୟ୬(௫ିଵ)

(𝑥ଶ − 2𝑥 + 2)ଵ/ସ
.
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