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1 Implisitt derivasjon med hensyn på 𝑥 gir

𝑦ଷ + 3𝑥𝑦ଶ
d𝑦

d𝑥
+ 𝑒௫௬ ቆ

d𝑦

d𝑥
+ 𝑦ଶ + 𝑥𝑦

d𝑦

d𝑥
ቇ + 2𝑥 = 0,

som innsatt for (𝑥, 𝑦) = (1, 1) gir

3 + 3
d𝑦

d𝑥
ቤ
(௫,௬)ୀ(ଵ,ଵ)

+ ൭1 + 2
d𝑦

d𝑥
ቤ
(௫,௬)ୀ(ଵ,ଵ)

൱ 𝑒 = 0.

Det vil si,
d𝑦

d𝑥
ቤ
(௫,௬)ୀ(ଵ,ଵ)

= −
𝑒 + 3

2𝑒 + 3
.

Ligningen til tangenten til kurven i punktet (𝑥, 𝑦) = (1, 1) er så gitt ved

𝑦 = 1 −
𝑒 + 3

2𝑒 + 3
(𝑥 − 1).

2 Observer at
d𝑦

d𝑥
+
1

𝑥
𝑦 = 𝑒௫

er en 1. ordens lineær differensialligning med 𝑝(𝑥) = 1/𝑥 og 𝑞(𝑥) = 𝑒௫. Da 𝑥 > 0 får vi at 𝜇(𝑥) =

ln 𝑥 og 𝑒ఓ(௫) = 𝑥 slik at
d

d𝑥
[𝑥𝑦] = 𝑥𝑒௫.

Integrasjon med hensyn på 𝑥 gir så

𝑥𝑦 = න𝑥𝑒௫ d𝑥 + 𝐶.

Det vil si,

𝑦 =
1

𝑥
൬න𝑥𝑒௫ d𝑥 + 𝐶൰

der 𝑥 > 0.

Altså er

𝑦(𝑥) =
1

𝑥
൬න𝑥𝑒௫ d𝑥 + 𝐶൰ =

1

𝑥
(𝑥𝑒௫ − 𝑒௫ + 𝐶)

der den siste likheten fremkommer ved delvis integrasjon. Innsatt for 𝑦(1) = 4 får vi at 𝐶 = 4.

Dermed er

𝑦(𝑥) =
(𝑥 − 1)𝑒௫ + 4

𝑥
.

3 Observer at 𝑥ଶ + 𝑥 − 2 = (𝑥 + 2)(𝑥 − 1). Polynomdivisjon gir at

𝑥ଷ + 1

𝑥ଶ + 𝑥 − 2
= 𝑥 − 1 +

3𝑥 − 1

𝑥ଶ + 𝑥 − 2
= 𝑥 − 1 +

3𝑥 − 1

(𝑥 + 2)(𝑥 − 1)
.

Delbrøkoppspalting gir at

3𝑥 − 1

(𝑥 + 2)(𝑥 − 1)
=

1

3
ቆ

7

𝑥 + 2
+

2

𝑥 − 1
ቇ .
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Dermed er

න
ସ

ଶ

𝑥ଷ + 1

𝑥ଶ + 𝑥 − 2
d𝑥 = න

ସ

ଶ

ቆ𝑥 − 1 +
1

3
ቆ

7

𝑥 + 2
+

2

𝑥 − 1
ቇቇ d𝑥

= ቈ
1

2
𝑥ଶ − 𝑥 +

1

3
(7 ln |𝑥 + 2| + 2 ln |𝑥 − 1|)቉

ସ

ଶ

= 4 +
1

3
(7 ln 6 + 2 ln 3) −

7

3
ln 4

= 4 + 3 ln 3 −
7

3
ln 2

der den siste likheten fremkommer ved å utnytte at ln 6 = ln 3 + ln 2.

4 Dersom ℎ er kontinuerlig i 𝑥 = 0 må lim௫→଴ ℎ(𝑥) = ℎ(0). Fra observasjonen om at cos 𝑥 = 1 −

𝑥ଶ/2!+𝑥ସ/4!+𝑂(𝑥଺) følger det at

ℎ(𝑥) =
1

4!
+ 𝑂(𝑥ଶ).

Det gir at

lim
௫→଴

ℎ(𝑥) = lim
௫→଴

ቆ
1

4!
+ 𝑂(𝑥ଶ)ቇ =

1

4!
=

1

24
.

Altså må ℎ(0) = 1/24 for at ℎ skal være kontinuerlig i 𝑥 = 0.

5 Arealet av rotasjonsϐlaten er gitt ved

𝐴 = 2𝜋න
଼

଴

|𝑓(𝑥)|ඥ1 + (𝑓ᇱ(𝑥))ଶ d𝑥

= 2𝜋ቌන
ସ

଴

√𝑥ඨ1 + ቆ
1

2
𝑥ିଵ/ଶቇ

ଶ

d𝑥 + න
଼

ସ

√8 − 𝑥ඨ1 + ቆ−
1

2
(8 − 𝑥)ିଵ/ଶቇ

ଶ

d𝑥ቍ

= 2𝜋ቌන
ସ

଴

ඨ𝑥 +
1

4
d𝑥 + න

଼

ସ

ඨ
33

4
− 𝑥d𝑥ቍ

= 2𝜋ቌ൥
2

3
ቆ𝑥 +

1

4
ቇ

ଷ/ଶ

൩

ସ

଴

+ ൥−
2

3
ቆ
33

4
− 𝑥ቇ

ଷ/ଶ

൩

଼

ସ

ቍ

=
𝜋

3
(17ଷ/ଶ − 1).

6 La 𝑔(𝑥) = 1/(1 − 𝑥). Da er

𝑔(𝑥) =

ஶ

෍

௡ୀ଴

𝑥௡.

for−1 < 𝑥 < 1, som igjen gir at

𝑔(−𝑥) =
1

1 + 𝑥
=

ஶ

෍

௡ୀ଴

(−𝑥)௡ =

ஶ

෍

௡ୀ଴

(−1)௡𝑥௡

for−1 < 𝑥 < 1. Leddvis integrasjon gir så

ln(1 + 𝑥) =

ஶ

෍

௡ୀ଴

(−1)௡

𝑛 + 1
𝑥௡ାଵ

for−1 < 𝑥 < 1. Altså er

𝑓(𝑥) = ln(1 + 2𝑥) =

ஶ

෍

௡ୀ଴

(−1)௡

𝑛 + 1
(2𝑥)௡ାଵ

for−1/2 < 𝑥 < 1/2, som betyr at taylorrekken til 𝑓 rundt 0 har konvergensradius 1/2.
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7 Vi ser først på de kritiske punktene til ℎ. I vårt tilfelle er

ℎᇱ(𝑥) =
𝑥 − 1

|𝑥 − 1|
+ 2𝑥 + 2,

som gir at ℎᇱ(𝑥) = 0 har løsning 𝑥 = −1/2.

Fra uttrykket for ℎᇱ(𝑥) ser vi at 𝑥 = 1 er et singulært punkt.

Da ℎ(−2) = 3, ℎ(−1/2) = 3/4, ℎ(1) = 3 og ℎ(2) = 9, tar ℎ sitt absolutte maksimum i 𝑥 = 2, og sitt

absolutte minimum i 𝑥 = −1/2.

8 Observer at 𝑓 er en kontinuerlig funksjon, der 𝑓(−1) = 𝑒+5+2 = 𝑒+7 > 0 og 𝑓(1) = 𝑒−5+2 =

𝑒 − 3 < 0. Skjæringssetningen gir så at det ϐinnes et tall 𝑐 ∈ (−1, 1) slik at 𝑓(𝑐) = 0.

9 a) Formlike trekanter gir at

𝑏

5
=

4 − ℎ

4

slik at 𝑏 = (20 − 5ℎ)/4. Arealet som funksjon av ℎ er så gitt ved

𝐴(ℎ) = ℎ𝑏 =
20ℎ − 5ℎଶ

4
= 5ℎቆ1 −

1

4
ℎቇ .

b) Vi ønsker å ϐinne ℎ slik at 𝐴(ℎ) er størst mulig. I vårt tilfelle er

𝐴ᇱ(ℎ) = 5 −
5

2
ℎ

slik at 𝐴ᇱ(ℎ) = 0 har løsning ℎ = 2. Vi har ingen singulære punkter og endepunktene er

uinteressante. Det maksimale arealet (i mଶ) til fronten er så gitt ved

𝐴(2) = 10ቆ1 −
1

2
ቇ = 5.
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