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Oppgave 1 Finn buelengden til kurven med parameterframstilling

r(t) = (cos t+ t sin t)i + (sin t− t cos t)j + t2k, for 0 6 t 6 2π.

Oppgave 2 Finn ligningen for tangentplanet til flaten x2 + y2 − exz − sin y = 0 i
punktet (1, 0, 0), og bruk denne til å finne en tilnærmet verdi for x i det punktet p̊a
flaten som ligger i nærheten av (1, 0, 0) med y = z = 1/10.

Oppgave 3 Funksjonen f er gitt ved f(x, y) = 2x2 − x4 + y2.

a) Finn alle kritiske punkter for f , og bestem om disse er lokale maksima, minima
eller sadelpunkter.

b) Finn største og minste verdi for f p̊a kurven x4 + y2 = 4.

Oppgave 4 Beregn dobbeltintegralet∫∫
D

(2x+ y2) dA

n̊ar D er alle punkter i første kvadrant som ligger inni sirkelskiven x2 + y2 6 4, men
utenfor kvadratet 0 6 x 6 1, 0 6 y 6 1.

Hint: Du kan f̊a bruk for identiteten sin2 u = 1
2(1− cos 2u).

Oppgave 5 Beregn arealet til flaten S gitt ved z = 1− x2 + y2, for x2 + y2 6 1.

Oppgave 6

a) Finn volumet av legemet T som er avgrenset nedentil av flaten z = x2 + 3y2 og
oventil av flaten z = 4− (3x2 + y2).
Hint: Projeksjonen av T ned p̊a xy-planet er en sirkelskive.

b) Vektorfeltet F er gitt ved
F = 2i + y2k.

Regn ut divergensen til F, og beregn fluksintegralene∫∫
S1

F · N̂ dS og
∫∫
S2

F · N̂ dS

der S1 er den øvre og S2 den nedre overflaten til T ,
og enhetsnormalen N̂ i begge tilfeller peker ut av legemet.
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c) Vektorfeltet G er gitt ved

G = 1
3(x+ y3)i + (y3 + 2z)j + z2k.

Regn ut curl G, og finn verdien av ∮
C

G · dr

der C er skjæringskurven mellom de to flatene som avgrenser T . Velg selv orien-
tering, men angi hvilken du bruker.

Oppgave 7

a) Legemet T har form som en kvart smultring, og kan beskri-
ves i sylinderkoordinater ved ulikhetene (r−2)2 +z2 6 1 og
0 6 θ 6 π/2. Finn volumet av T .

b) Finn verdien av flateintegralet
∫∫

S F · N̂ dS, der S er den
krumme delen av overflaten til T , vektorfeltet F har formen

F(x, y, z) = xf(x, y, z)i + (y + 1)j + g(x, y, z)k,

og det er kjent at funksjonene f og g oppfyller ligningen

f + x
∂f

∂x
+ ∂g

∂z
= 1.
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Formelliste

Annenderiverttesten er basert p̊a

fxxfyy − f 2
xy

Koordinatsystemer

Sylinderkoordinater (r, θ, z)
x = r cos θ, y = r sin θ, z = z

r2 = x2 + y2, dV = r dz dr dθ

Kulekoordinater (R, φ, θ)
x = R sinφ cos θ, y = R sinφ sin θ, z = R cosφ
R2 = x2 + y2 + z2, dV = R2 sinφ dR dφ dθ

Variabelskifte

dx dy =
∣∣∣∣∣∂(x, y)
∂(u, v)

∣∣∣∣∣ du dv =
∣∣∣∣∣∂x∂u ∂y∂v − ∂x

∂v

∂y

∂u

∣∣∣∣∣ du dv og tilsva-

rende i tre dimensjoner

Flateintegral

dS =
∣∣∣∣∣∂r
∂u
× ∂r
∂v

∣∣∣∣∣ du dv eller dS = |∇G|
|∂G/∂z|

dx dy

Vektoranalyse

Greens teorem:
∮
C

F1 dx+ F2 dy =
∫∫
R

(
∂F2

∂x
− ∂F1

∂y

)
dA

Divergensteoremet:
∫∫
S

F · N̂ dS =
∫∫∫

T

div F dV

Stokes’ teorem:
∮
C

F · dr =
∫∫
S

(curl F) · N̂ dS


