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Oppgave 1 La C være en kurve gitt av parametriseringen

r(t) = ti + 1
3t

3j +
√

2
2 t2k, 0 6 t 6 2.

Finn enhetstangentvektoren til C i punktet (1, 1/3,
√

2/2). Beregn buelengden til C.

Oppgave 2 Uttrykket x2y5 − 3y2 + 2x4 = 0 definerer y = y(x) implisitt som en
funksjon av x. Finn dy/dx i punktet x = 1, y = 1. Begrunn kort hvorfor y kan skrives
som en funksjon av x i nærheten av dette punktet.

Oppgave 3 Finn største og minste verdi av funksjonen

f(x, y) = 5− 3x2 + y2 − 3 ln(1 + x2 + y2)

i omr̊adet D gitt ved x2 + y2 6 1.

Oppgave 4 Beregn integralet∫∫∫
T

(1 + y − 2z) dV

der T er legemet begrenset av xy-planet, den parabolske sylinderflaten y = 4 − x2 og
planet z = y.

Oppgave 5 Beregn fluksintegralet∫∫
S

F · N̂ dS

der vektorfeltet F er gitt ved

F(x, y, z) = (5x2 + yey)i + 3y2j + zk,

S er den øvre halvsfæren definert av x2 + y2 + z2 = 4, z > 0, og enhetsnormalen N̂ har
positiv k-komponent.

Oppgave 6

a) Vis at vektorfeltet F gitt ved

F = (1 + y2)i + (2xy + z2)j + 2yzk

er konservativt, og finn en potensialfunksjon til F.

b) Beregn
∫
C

F · dr der kurven C er parametrisert ved

r(t) = ti + sin(πt)j + cos(πt)k, 0 6 t 6
1
2 .
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Oppgave 7

a) Finn volumet av legemet T som er avgrenset nedentil av flaten
z = x2 + y2 − 2x+ y og oventil av planet z + 2x− y = 4.
Hint: Projeksjonen av T ned p̊a xy-planet er en sirkelskive.

b) Vektorfeltet F er gitt ved

F = xi + (z + 2x− y + 4)j + xyk.

Regn ut curl F, og finn verdien av
∫

C F ·dr, der C er skjæringskurven
mellom de to flatene som avgrenser T , orientert mot klokken sett
ovenfra.

Oppgave 8
y

x

Omr̊adet D er avgrenset av kurvene gitt ved y2−x2 = 1, y2−x2 = 4,
x = −y/2 og x = y/2 for y > 0 (se figur). Finn en variabelsubsti-
tusjon som transformerer D til et rektangel, og bruk denne til å
beregne ∫∫

D

y2 − x2

y2 dA.

Hint: Regningen blir kanskje enklere om du uttrykker du dv ved dx dy enn om du gjør
det omvendt.
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Formelliste

Annenderiverttesten er basert p̊a

fxxfyy − f 2
xy

Koordinatsystemer

Sylinderkoordinater (r, θ, z)
x = r cos θ, y = r sin θ, z = z

r2 = x2 + y2, dV = r dz dr dθ

Kulekoordinater (R, φ, θ)
x = R sinφ cos θ, y = R sinφ sin θ, z = R cosφ
R2 = x2 + y2 + z2, dV = R2 sinφ dR dφ dθ

Variabelskifte

dx dy =
∣∣∣∣∣∂(x, y)
∂(u, v)

∣∣∣∣∣ du dv =
∣∣∣∣∣∂x∂u ∂y∂v − ∂x

∂v

∂y

∂u

∣∣∣∣∣ du dv og tilsvarende i tre dimensjoner

Flateintegral

dS =
∣∣∣∣∣∂r
∂u
× ∂r
∂v

∣∣∣∣∣ du dv eller dS = |∇G|
|∂G/∂z|

dx dy

Vektoranalyse

Greens teorem:
∮
C

F1 dx+ F2 dy =
∫∫
R

(
∂F2

∂x
− ∂F1

∂y

)
dA

Divergensteoremet:
∫∫
S

F · N̂ dS =
∫∫∫

T

div F dV

Stokes’ teorem:
∮
C

F · dr =
∫∫
S

(curl F) · N̂ dS


