TMA4245 Mai 2025

1 Eksamensoppgave i TMA4245 Statistikk

Dato: 28.05.2025
Tid: 09.00-13.00

Faglig kontakt: Hakon Tjelmeland, Geir-Arne Fuglstad
Moter i eksamenslokalet: Ja, cirka 10.45-11.30

Hjelpemiddelkode/Tillatte hjelpemidler: C

« Tabeller og formler i statistikk (Akademika).
» Bestemt enkel kalkulator i henhold til NTNUs generelle reglement.
» Ett A5-ark med egne formler og notater.

ANNEN INFORMASJON:

Les oppgavene ngye og gjer dine egne antagelser. Presiser i besvarelsen hvilke forutsetninger
du har lagt til grunn i tolkning/avgrensing av oppgaven.

Alle svar skal begrunnes og besvarelsen skal inneholde naturlig mellomregning slik at det er helt
klart hvilke regneregler som benyttes.

Dersom det er direkte feil eller mangler i oppgavesettet og du ikke kan gjgre dine egne antagelser,
vises det til informasjon om klage pa formelle feil paA NTNU sin nettside om «Begrunnelse og
klage»

FAGSPESIFIKK INFORMASJON

Papirhandtegninger: | oppgavene 7, 8 og 9 er det lagt opp til & besvare pa ark. Andre oppgaver
skal kun besvares direkte i Inspera. Nederst i oppgaven finner du en sjusifret kode. Fyll inn denne
koden gverst til venstre pa arkene du gnsker a levere. Det anbefales & gjgre dette underveis i
eksamen. Dersom du behgver tilgang til kodene etter at eksamenstiden har utlgpt, ma du klikke
«Vis besvarelse».

Du er selv ansvarlig for a fylle inn riktige koder pa eventuelle handtegningsark. Les derfor
informasjonen pa omslagsarket ngye. Eksamenskontoret kan ikke garantere at feilaktig utfylte ark
blir lagt til besvarelsen din.

Vekting av oppgavene: | oppgave 1 til 6 teller hver oppgave 5 poeng. | oppgave 7, 8 og 9 teller
hver av deloppgavene (7a, 7b, 7c, 7d, 8, 9a og 9b) 10 poeng.

Trekk fra/avbrutt eksamen:

Dersom du gnsker & levere blankt/avbryte eksamen, ga til “hamburgermenyen” i gvre hayre hjgrne
og velg «Lever blankt». Dette kan ikke angres selv om pregven fremdeles er apen.

Tilgang til besvarelse:

Etter eksamen finner du besvarelsen din under tidligere praver i Inspera. Merk at det kan ta én
virkedag fer eventuelle handtegninger vil vaere tilgjengelige under «tidligere praver».
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Innledning: La X vaere en normalfordelt stokastisk variabel med forventningsverdi lik 2 og
varians lik 9.

Oppgave: Finn fglgende sannsynligheter. Angi svarene med to desimaler etter komma. Eventuell
mellomregning bgr gjgres med fire desimaler etter komma.

Maks poeng: 5

Innledning: La X og Y veere to uavhengige og normalfordelte stokastiske variabler. La X ha
forventningsverdi lik 1 og varians lik 9, og la Y ha forventningsverdi lik 2 og varians lik 4.

Oppgave: Finn falgende stgrrelser. Angi svarene med to desimaler etter komma. Eventuell
mellomregning bgr gjgres med fire desimaler etter komma.

Maks poeng: 5
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3 Innledning: La X og Yveere to diskret fordelte stokastiske variabler, der X, Y € {0,1, 2}.
Simultan punktsannsynlighet for X og Y, f(:z:, y), er som angitt i felgende tabell.

z\y [0 1 2
0.12 |0.20 |0.00
0.10 (0.12 |0.20
0.04 [0.10 |0.12

NI—=O

Oppgave: Finn fglgende sannsynligheter. Angi svarene med to desimaler etter komma. Eventuell
mellomregning ber gjgres med fire desimaler etter komma.

Maks poeng: 5

4 Innledning: La A, B og C veere tre hendelser i et utfallsrom S. Det oppgis at hendelsene A og
C er disjunkte, og at hendelsene B og C er disjunkte. Dessuten oppgis det at P(A) = 0.30,
P(B) = 0.25, P(C) = 0.40 og P(A N B) = 0.15.

Oppgave: Finn falgende sannsynligheter. Angi svarene med to desimaler etter komma. Eventuell
mellomregning bar gjgres med fire desimaler etter komma.

P(AUB): D
P(A|C") : D

Maks poeng: 5
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5 Innledning: Betrakt falgende skall til en pythonfunksjon som skal generere en realisasjon fra en
binomisk fordeling med parametre n og p.

import numpy as np
from scipy.stats import binom

def simBinom(n,p):
# her skal det legges til noen linjer som genererer en verdi x

return x
Nedenfor er det fem forslag til kodelinjer som kan benyttes til & generere x.

Oppgave: Marker hvilke (et eller flere) av alternativene som korrekt genererer en realisasjon fra
en binomisk fordeling med parametre n og p.

Velg ett eller flere alternativer

u = np.random.normal(0,p,n)
X =np.sum(u *u)

u = np.random.uniform(0,1,n)
v =-np.log(1-u)

success = (v <=p)

X = np.sum(success)

u = np.random.uniform(0,1,n)
success = (u<=p)
X = np.sum(success)

u = np.random.uniform(0,1,2*n)

success = (u<=p)
X = np.sum(success)/2

u = np.random.uniform(0,1)

values = np.arange(n+1) # lager vektoren (0,1,2,...,n)
F = binom.cdf(values, n, p)

x =np.sum(F <=u)

Maks poeng: 5
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6 Innledning: Anta at vi har en urne med 25 kuler. Av disse kulene er 10 kuler rede, mens resten er
bla. Fra urna trekker vi 5 kuler uten tilbakelegging. Anta at vi trekker kulene pa en slik mate at alle
kulene har like stor sannsynlighet for a bli trukket ut. Vi er sa interessert i hvilke kuler som er

trukket ut.

Oppgave: Finn fglgende antall. Oppgi svarene som heltall.

« Pa hvor mange mulige mater kan man trekke ut de 5 kulene? D

« Pa hvor mange gunstige mater kan man trekke ut na@yaktig 3 rede kuler? D

Maks poeng: 5
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| denne oppgaven skal vi analysere et datasett hvor man for n = 31 treer har malt
hayden (i meter) av treet, diameteren (i meter) til stammen 1.37 meter over bakken,
og volumet (i kubikkmeter) av treet som kan brukes til plankeproduksjon. For
i=1,2,...,nlarvih;, d; og y; betegne henholdsvis malt hgyde, diameter og
volum som kan brukes til plankeproduksjon for tre nummer . Vi lar videre

T; = 7rd§h,/4 veere volumet av en sylinder med samme diameter og hgyde som tre
nummer ¢. | vedlagte spredningsplott (se under) er x; plottet langs x-aksen og y;
langs y-aksen.

Vi modellerer dataene ved en regresjonsmodell, der vi betrakter observert verdi y;
som en realisasjon av en stokastisk variabel Y; og antar at

Y; = Bx; + x;e; for i =1,2,...,n,

og antar at 1, €9, ..., €, €r uavhengige og normalfordelte stokastiske variabler med
forventningsverdi lik 0 og varians lik o2. Merk at dette betyrat Y1,Ys,...,Y, er
uavhengige stokastiske variabler, og at Y; er normalfordelt med forventningsverdi lik
Bx; og varians lik w?oz. Modellen har altsa to parametre, 8 og 0'2, og verdien til
begge disse er ukjente.

Det oppgis at de observerte verdiene for hgyde, diameter og volum gir
Sz = 68.6439, 3" | 22 = 193.3769, " | =} = 2605.785,

2
S, & = 119382709 X7, (L) = 4.624633.
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7(a)

7(b)

7(c)

7(d)
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Oppgave: Diskuter hvorfor det ut fra situasjonen vi betrakter her og ut fra hva vi ser i
spredningsplottet kan vaere mer naturlig a benytte regresjonsmodellen beskrevet over, heller
enn & benytte en vanlig regresjonsmodell som ogsa inneholder et konstantledd og hvor
variansen til Y; erlik forallez = 1,2,...,n.

Maks poeng: 10
Innledning: For & estimere parameteren 3 er falgende tre estimatorer foreslatt.

1 a_ 1 Y; Z Y
= o xiaY, B=3Xiia o8 B=57

19:

Det oppgis at E[,B] = Bog Var [,3] =

Oppgave: Hvilken av de tre estimatorene er best? Husk at svaret skal begrunnes.

Maks poeng: 10

Innledning: Uansett hvilken av de tre estimatorene for ,3 du fant & veere den beste, skal du

videre i oppgaven ta utgangspunkt i estimatoren ,B Videre i oppgaven kan du uten bevis
benytte at en forventningsrett estimator for o2 er

~ 2
2 _ _1 n Y;—pz;
5% = n—1 Ei:l ( z; ) )

)

2
Det oppgis at (— (n-1)S

er kjikvadratfordelt med n — 1 frinetsgrader, og dessuten at ~—— — 0g
,B er uavhengige stokastlske variabler.

Oppgave: Utled et (1 — a) - 100% konfidensintervall for 8. Finn ferst en formel for
konfidensintervallet, og regn deretter ut intervallet numerisk nar oo = 0.05.

Maks poeng: 10

Innledning: Betrakt na et nytt tre, der man har malt hgyde og diameter og regnet ut tilhgrende
verdi £y, men har forelapig ikke malt volumet, Yj. Det er na av interesse a predikere Yy basert
pa de observerte dataene.

Oppgave: Utled, ved a ta utgangspunkt i Yy — Bwo, en formel for et (1 - a) -100%
prediksjonsintervall for Yy.

Maks poeng: 10
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8 Innledning: La X og Y veere to uavhengige stokastiske variabler. Anta at X er binomisk fordelt
med parametre n. og p, mens Y er binomisk fordelt med parametre m og %.

Anta at vi kjenner verdiene til n og m, men verdien til parameteren p € [O, 1] er ukjent.

Oppgave: Benytt sannsynlighetsmaksimeringsprinsippet til & finne et estimat for p narn = 30,
m = 40, og man har observert x = 26 og y = 19. (Merk at du ikke trenger & finne en generell
formel for sannsynlighetsmaksimeringsestimatoren, det er tilstrekkelig at du finner estimatet for p

for de oppgitte verdiene for n, m, € og y).

Maks poeng: 10
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9 En landevei gar forbi huset der bradreparet Per og Pal bor. Da brgdreparet gikk pa
barneskolen brukte de mye tid pa a telle biler som kjgrte forbi huset, og fant da at i
tidsperioden 14-15 pa hverdager passerte det i gjennomsnitt 0.23 biler per minutt.

| dag studerer Per og Pal pa NTNU og har nylig laert om blant annet
poissonprosesser og hypotesetesting. De bestemmer seg for & gjgre en liten
undersgkelse for & finne ut om det er grunnlag for & pasta at trafikken forbi huset i
tidsperioden 14-15 pa hverdager er stgrre i dag enn da de gikk pa barneskolen. De
antar at i den aktuelle timen pa hverdager passerer biler forbi huset der de bor ifalge
en poissonprosess med parameter \. De er ikke like talmodige med 4 telle biler i dag
som da de var mindre, men bestemmer seg for at de pad n = 20 hverdager skal ta
tiden fra de setter seg ned og begynner a observere landeveien til den andre bilen
passerer. De lar X; betegne den observerte tiden (i minutter) pa dag nummer %. Fra
egenskapene til en poissonprosess vet de da at X; er gammafordelt med parametre
a=2o0gpB= %, slik at sannsynlighetstettheten til X; er gitt som

f(zi;A) = N2zze @, z; >0,

og at E[X;] = 2 og Var[X;] = 2. Per og Pal formulerer s& problemet sitt som
en hypotesetest,

Hy: A=\ mot Hj: > A,

der A9 = 0.23. Som testobservator velger de & benytte

som de konkluderer med er tilnaermet standard normalfordelt nar Hy er sann.

Ut fra sine observerte verdier 1, 2, . . ., Ly, regner Per og Pal ut at
Yo 4 @ = 109.34 minutter.

9(a) Oppgave: Diskuter en grunn for at Per og Pal konkluderer med at Z er tilnsermet standard
normalfordelt nar Hy er sann. Diskuter kort hvor god du tenker denne approksimasjonen er i
situasjonen Per og Pal har.

Finn approksimativ p-verdi for hypotesetesten. Diskuter kort om den utregnede p-verdien gir
grunnlag for & forkaste Hy.

Maks poeng: 10
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9(b) Innledning: | oppgave (a) regnet du ut en p-verdi basert pa en approksimasjon av fordelingen
til testobservatoren Z nar Hy er sann. Verdien du regnet ut er dermed bare en approksimasjon
til den eksakte p-verdien for testen.

Oppgave: Forklar hvordan du ved hjelp av stokastisk simulering kan formulere en
forventningsrett estimator for den eksakte p-verdien, og hvordan du kan beregne det tilhgrende
estimatet. Du bar innfare notasjon slik at du kan gi en presis beskrivelse.

Skriv pythonkode som utfgrer prosedyren med a estimere den eksakte p-verdien.

Maks poeng: 10
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