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1 Eksamensoppgave i TMA4245 Statistikk
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Faglig kontakt: Hakon Tjelmeland, Geir-Arne Fuglstad
Mgater i eksamenslokalet: Nei

Hjelpemiddelkode/Tillatte hjelpemidler: C

» Tabeller og formler i statistikk (Akademika).
« Bestemt enkel kalkulator i henhold til NTNUs generelle reglement.

Tabeller og formler i statistikk (Akademika).
Bestemt enkel kalkulator i henhold til NTNUs generelle reglement.

ANNEN INFORMASJON:

Les oppgavene ngye og gjer dine egne antagelser. Presiser i besvarelsen hvilke forutsetninger
du har lagt til grunn i tolkning/avgrensing av oppgaven.

Dersom det er direkte feil eller mangler i oppgavesettet og du ikke kan gjere dine egne antagelser,
vises det til informasjon om klage pa formelle feil pa NTNU sin nettside om «Begrunnelse og
klage»

Alle svar ma begrunnes og besvarelsen ma inneholde naturlig mellomregning slik at det er
helt klart hvilke regneregler som benyttes.

FAGSPESIFIKK INFORMASJON

Papirhandtegninger: | oppgavene 7, 8 og 9 er det lagt opp til & besvare pa ark. Andre oppgaver
skal besvares direkte i Inspera. Nederst i oppgaven finner du en sjusifret kode. Fyll inn denne
koden gverst til venstre pa arkene du gnsker a levere. Det anbefales & gjgre dette underveis i
eksamen. Dersom du behgver tilgang til kodene etter at eksamenstiden har utlgpt, ma du klikke
«Vis besvarelse».

Merk at det kun er tillatt med bla eller svart kulepenn.

Du er selv ansvarlig for a fylle inn riktige koder pa eventuelle handtegningsark. Les derfor
informasjonen pa omslagsarket ngye. Eksamenskontoret kan ikke garantere at feilaktig utfylte ark
blir lagt til besvarelsen din.

Vekting av oppgavene: | oppgave 1 til 6 teller hver oppgave 5 poeng. | oppgave 7, 8 og 9 teller
hver av deloppgavene (7, 8, 9a, 9b, 9c, 9d og 9¢e) 10 poeng.

Endring av malformer pa eksamensoppgaven
Dersom eksamensoppgaven er skrevet pa flere malformer, kan dette endres ved a4 ga i
«hamburgermenyen» i gvre hgyre hjgrne og velg «Sprak».

Trekk fra/avbrutt eksamen:
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Dersom du gnsker & levere blankt/avbryte eksamen, ga til “hamburgermenyen” i gvre hgyre hjgrne
og velg «Lever blankt». Dette kan ikke angres selv om prgven fremdeles er apen.

Tilgang til besvarelse:
Etter eksamen finner du besvarelsen din under tidligere prgver i Inspera. Merk at det kan ta én
virkedag far eventuelle papirhandtegninger vil veere tilgjengelige under «tidligere praver».

1 Innledning: La X og Y veere uavhengige og normalfordelte stokastiske variabler. Anta at
E[X] =2,Var[X] =9 og E[Y] = —1,Var[Y] = 16.

Oppgave: Finn fglgende sannsynligheter. Angi svarene med tre desimaler etter komma. Eventuell
mellomregning bar gjgres med minst fem desimaler etter komma.

Maks poeng: 5
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Innledning: La Xog Y veere kontinuerlige stokastiske variabler med simultan
sannsynlighetstetthet gitt ved

%(1 +zy) hvisz,y € (0,1),
0 ellers.

fxy(z,y) = {

Det oppgis at de tilhgrende marginale sannsynlighetstetthetene for X og Y er henholdsvis

2(2+x) hvisz €(0,1),
0 ellers,

%(2 +y) hvisy € (0,1),
0 ellers.

fx(@) = { o8 frv)-{

Oppgave: Finn falgende sannsynligheter. Angi svarene som desimaltall med tre desimaler etter
komma. Eventuell mellomregning bar gjgres med minst fem desimaler etter komma.

P(Yg%):C
]

P(x<llr<

I

Maks poeng: 5

Innledning: Anta at vi uten tilbakelegging trekker tilfeldig fem kort fra en vanlig korstokk
bestaende av 52 kort. Hvert kort har altsa en verdi og en sort. Det er 13 verdier og fire sorter
(spar, klagver, hjerter eller ruter).

Oppgave: Finn fglgende antall. Oppgi svarene som heltall.

Hvor mange uordnede utvalg kan vi trekke fra kortstokken? D
Pa hvor mange mater kan vi fa tress (tre kort av samme verdi, og de to andre kortene av

forskjellige andre verdier)? ‘:

Maks poeng: 5
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Innledning: La X og Y vaere uavhengige og normalfordelte variabler. Anta at X har
forventningsverdi lik p og varians lik 4 mens Y har forventningsverdi lik 2y og varians lik 9.

Anta at verdien til 1 er ukjent og la fi veere sannsynlighetsmaksimeringsestimatoren (SME) for

basert pa de to stokastiske variablene X og Y.

Oppgave: Utled en formel for i og marker alternativet som er korrekt.

Velg ett alternativ:

=)

=)

=)

=)

=

=

=

1e2x+Y)
& (3X +4Y)

= (4X + 9Y)

= 2= (9X +8Y)

1(X+Y)
55 (8X 4 9Y)

7+ (9X + 4Y)

Maks poeng: 5
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Innledning: La X7, X3, ..., X, vaere et tilfeldig utvalg fra en normalpopulasjon med

forventningsverdi lik i og varians o2. Anta at verdien il p er ukjent, mens verdien til variansen o?
er kjent.

Anta at vi skal benytte observerte verdier for X7, Xo, ..., X, til & teste
Hy:p=pp mot Hy: pu < po,

der pg er et angitt kjent tall. La som vanlig X = % S XiogS%= ﬁ (X — X)%

Oppgave: Angi hvilke (en eller flere) av falgende starrelser som oppfyller kravene til & veere en
testobservator i denne situasjonen.

Velg ett eller flere alternativer

Maks poeng: 5
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Innledning: La X7, X3, ..., X, vaere et tilfeldig utvalg fra en normalpopulasjon med
forventningsverdi lik i og varians lik o2. Anta at verdien il L er ukjent, mens verdien til variansen
o2 er kjent.

Vi gnsker sa & benytte observerte verdier for X1, X, ..., X, til & teste
Hy:p=25 mot Hy: u<2.5.
Anta videre at vi benytter

7 = X-25
o2

n

. . v 1 n
som testobservator, der vi som vanlig har at X = = Z 1 X;.
Anta at vi velger & forkaste Hy dersom Z < —2.0.

Oppgave: Forn = 30 og 6% = 0.25, bestem fglgende sannsynligheter. Angi svarene med tre
desimaler etter komma. Eventuell mellomregning ber gjgres med minst fem desimaler etter
komma.

Sannsynligheten for type I-feil: C]
Sannsynligheten for type II-feil nar yp = 2.2 : B

Maks poeng: 5
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Innledning: Betrakt en vanlig modell for enkel linezer regresjon. Dvs. vi har uavhengige
stokastiske variabler Y7, Ya,...,Y,, dervifori = 1,2,...,n har at

Y; = a+ Bz; +¢€;, der g ~ N(0,02),
der a, S og o2 > 0 er ukjente parametre.

Som estimatorer for parametrene brukes

Vo, n—wz_"EK ~ Va D= n ~ P, 2
B Thah oy a o S2=Lz.l(n—a—,@wi).

i (@i—2)” n-2 &=

Oppgave: Forklar hva et residualplott er og hva det brukes til. Angi spesielt hva man plotter langs
x-aksen og langs y-aksen i et residualplott. Benytt notasjonen introdusert over, eller introduser din
egen notasjon, slik at du kan svare presist.

Gi minst to eksempler pa hvordan et residualplott kan se ut dersom regresjonsmodellen ikke
passer med de observerte verdiene (z1,Y1), (€2,Y2), - - -, (Tn, Yn)- Velg de to eksemplene slik
at eksemplene illustrerer hvordan et residualplott kan se ut nar ulike antagelser i
regresjonsmodellen brytes.

Gi ogsa et eksempel pa hvordan et residualplott kan se ut dersom regresjonsmodellen passer
med de observerte verdiene.

Maks poeng: 10
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Innledning: La X3, X, ..., X, veere et tilfeldig utvalg fra en gammafordeling med parametre

a = 4 og B, der sannsynlighetstettheten er som gitt i "Tabeller og formler i statistikk". Verdien til
parameteren [ antar vi her er ukjent. Ved & argumentere med sentralgrenseteoremet kan man
som kjent da utlede et tiinaermet 95% —konfidensintervall for 8. For m stor nok far man at (merk at
du ikke trenger a utlede dette)

X X ~
P(ratrve <6< o) ~ 095,

slik at et tilnaermet 95%—konfidensintervall for 3 er gitt ved

=27 =&

Oppgave: For en gitt verdi for B, forklar hvordan man ved hjelp av stokastisk simulering kan finne
et forventningsrett estimat for den eksakte sannsynligheten for at den sanne verdien S blir
inneholdt i konfidensintervallet.

Skriv en pythonfunksjon som beregner et slikt estimat for gitte verdier av 8 og . Merk: Du skal
altsa farst beskrive med ord hvordan du kan ga frem, og deretter implementere fremgangsmaten i
python-kode.

Maks poeng: 10

9(a) Innledning: La X betegne levetiden til en ny type maskin. Med levetid mener vi her tiden fra

maskinen tas i bruk til den slutter & fungere som den skal. Det er velkjent at levetiden vil
pavirkes av forholdene der maskinen benyttes, slik som for eksempel temperatur og eventuelt
mengde stgv i lufta. Vi antar her at disse faktorene kan males som en stress-faktor z > 0, og
av erfaring vet man at sannsynlighetstettheten til X er gitt ved

%za:exp{—%‘z}, z >0,

0, ellers,

fx(z) = {

der 8 > 0 er en ukjent parameter, mens stressfaktoren z har en kjent verdi.

Oppgave: Finn kumulativ fordelingsfunksjon Fx (). Skisser funksjonene fx(z) og Fx(z)
nar@ = 12og z = 1.5.

Finn sannsynligheten P(X < 4|X > 2) nar@ = 12 0og z = 1.5.

Maks poeng: 10
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9(b) Innledning: La den stokastiske variabelen Y veere definert ved

_ 22Xx?
Yy = 22

Oppgave: Bevis at Y er kjikvadratfordelt med to frinetsgrader. Bruk sa dette til & vise at

EX =% og Var[X?= Z—:.

Maks poeng: 10

9(c) Innledning: For & undersgke kvaliteten pa denne typen nye maskiner benytter man n

maskiner. La 21, 29, . . . , 2, betegne verdiene til stress-faktorene som disse maskinene
benyttes under, og la X, Xs, ..., X, veere de tilhgrende levetidene. Vi antar at

X1, X, ..., X, eruavhengige stokastiske variabler.

Det er foreslatt to estimatorer for & estimere verdien til 6 basert pa X1, Xo, ..., Xy,

i _ 1 n 2 _ XaAaX;

0= ) Zi:l szz,, og 0~ = ﬁ.

Oppgave: Hvilken av de to estimatorene vil du foretrekke? Husk a begrunne svaret.

Maks poeng: 10

9(d) Innledning: Uansett hvilken av estimatorene 0 og 6* du i forrige punkt fant til & veere den
beste, skal du videre i oppgaven ta utgangspunkt i estimatoren 6.

Oppgave: Basert pa estimatoren é, bestem en pivotal som kan benyttes til a utlede et
konfidensintervall for 6. Hvilken sannsynlighetsfordeling har denne pivotalen? Hint: Du kan
benytte resultatet vi etablerte i b), samt kjente egenskaper for kjikvadratfordelingen.

Utled et (1 — ) - 100% konfidensintervall for 6.

Maks poeng: 10
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Innledning: Vi gnsker na & utlede ogsa et prediksjonsintervall for en ny levetid X for en
maskin som skal operere under forhold gitt ved en stress-faktor 2 = 2. For & utlede
prediksjonsintervallet skal vi ta utgangspunkt i stgrrelsen

_ oy
v= Ik

der Yy = 220X2/0 09 Y; = 22;X2/0fori =1,2...,n.Forgq € (0, 1) lar vi vg betegne
kvantilen i fordelingen til V slik at

P(V > vy =gq.

Oppgave: Utled et (1 — ) - 100% prediksjonsintervall for Xg ved & ta utgangspunkt i V.
Merk at uttrykket du kommer frem til skal inneholde kvantiler i fordelingen til V.
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Forklar hvordan du ved hjelp av stokastisk simulering kan estimere de kvantilene i fordelingen

til V' som inngar i uttrykket for prediksjonsintervallet.

Maks poeng: 10
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