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Tillatte hjelpemidler: Lerebok (“Calculus - a complete course” av R. A. Adams og
C. Essex, 9., 8. eller 7. utgave, eller tidligere utgaver av R. A. Adams) og kalkulator,
i samsvar med fakultetets regler.

Oppgavesettet er pa 3 sider (med oppgavene 1-7) og er sammensatt av 17 deloppgaver
som alle teller likt ved sensurering (f.eks. teller oppgave la like mye som oppgave 7).

Les ngye gjennom oppgavesettet. Alle svar skal begrunnes, men begrunnelsene skal
veere korte. Det ma veere med nok mellomregning til at fremgangsmaten fremgar tydelig
av besvarelsen. Det blir gitt godt med poeng for riktig fremgangsmate, selv om du ikke
kommer frem til korrekt svar.

OPPGAVE 1
(a) Skriv de komplekse tallene nedenfor pa normalform (pa formen a + ib):
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(i) Vi husker at for et komplekst tall z = a + ib forskjellig fra null er 27! = Z; =
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ﬁ(a—ib) og far
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(ii) Vi omskriver fgrst til polarform % - \/751 = re?? der 12 = (%)2 + (—g) =
%—i—% =1logrcosf = % som gir § = —7/3 siden vi er i fjerde kvadrant (tegn gjerne
en liten tegning). Derfor har vi

siden ei37r — ei7r+27ri — ei7r = _1.
(b) Finn alle losningene til ligningen 2> = —1 og skriv dem pd normalform.
Omc=re? og 2" =cer z =z, for k=0,...,n—1 hvor z; = pl/negif/n+2mk/n,
For n = 3 og ¢ = —1 = €' gir dette lgsningene til 22 = —1 er
(0) zp = €'™/3 = cos T +isinZ =1/2+1iv3/2,
(1) 2 = 7/3427/3 — &7 — cos 4 isinT = —1,
(2) 20 = e™/3H47/3 = cos TF +isin I = 1/2 — i/3/2.
(c) Faktoriser z> +1 i line@re faktorer over C og i line@re og kvadratiske faktorer over
R.

Her er det er flere mulige mater & ga frem pa. Det enkleste er nok & se at z + 1
er en faktor i 23 + 1 og begé polynomdivisjon

Brl=(+D)EE 241 = (z+1)(z— (1/2+iV3/2))(z — (1/2 —iV3/2)),



der (z+1)(2? — 2z +1) er faktoriseringen i R (siden 22 — z 4 1 er uten reelle rgtter)
og den siste er faktoriseringen i C.

Alternativt kan man starte med at vi i (b) fant de komplekse rottene —1, 1/2 +
iv3/2 og 1/2—1i+/3/2 til 2341 noe som umiddelbart gir faktoriseringen (z +1)(z —
(1/2+iv/3/2))(z—(1/2—i+/3/2)) i lineaere faktorer over C, for derefter & multiplisere
de to konjugerte faktorene (z — (1/2 +1iv/3/2))(z — (1/2 —iv/3/2)) = 22 — 2+ 1 og
fa den reelle faktoriseringen.

OPPGAVE 2

En kiselalge (Tacphoria arlyc Ketil, 2019) blomstrer i takt med tilgangen pa nering, slik
at den totale massen y(t) (i megatonn) kiselalger i Beringhavet ved tid t (i maneder etter
nyttar) tilfredsstiller differensialligningen

(o) = ksin (55 ) - yt0),

der k er en konstant. Gitt at y(0) = 100 og y(6) = 400, finn y(t).

Vi ser at vi har en separabel differensialligning. Den konstant lgsning y(t) = 0 vil ikke
tilfredstiller initialbetingelsen.

Finner de andre lgsningene pa vanlig mate: deler pa y(t) og integrerer med hensyn pa ¢

T, T
t 27t
/ y()dt—/ /-csin<7r> dt
o () 0 12
(om man foretrekker a gjore det med ubestemte integraler og til slutt sette inn initial-

betingelsen for a finne integrasjonskonstantene, er det selvsagt like bra). Ved substitusjonen
u = y(t) er venstre side

T 1 (T)
y'(t) /y du y(T)
dt = = [In|u = In(y(T)) — In 100,

mens hgyresiden er

T [ont 6 T\, 6 s
/0 k sin ( 12 > dt = —k;[cos <6>]0 = —k‘;(cos (6) - 1),

sa

Setter vi T' = 6 og y(6) = 400 far vi

400 6 76 6
In— = —k— ) 1) = k22
T kW(COS<6> ) kﬂ,

eller m.a.o. k = %. Folgelig er
y(t) —100-e~ ln2(cos(%)71) — 100 - 217005(%) — 920092~ COS(%).

Vi merker oss at kiselalgen har en arlig sykel der bestanden er uendret fra ar til annen.



OPPGAVE 3

(a) Bruk den formelle definisjonen av grenseverdi (“e-0-definisjonen”) til a vise at
lim (2* + 2+ 1) =3,
z—1
La f(z) = 2% + x + 1 (definert for alle reelle z). Vi ma vise at, gitt € > 0 finnes

0 > 0 slik at
O<lz—1]<d=|f(x)—3|<e.

Den gnskede konklusjonenﬂ |f(z) = 3] = |[(#® + 2+ 1) — 3| <, er det samme som
|z — 1||x + 2| < e. Leddet |x — 1| blir lite, sa vi ma fa kontroll pa |z + 2. Om
0 <z <2 (m.ao. |z—1] <1: greit siden vi skal se pa grensen nar x gar mot 1) er
2 <x+2<4,salr—1||r+2| <4|z— 1], noe som skulle indikere at 6 = €/4 kunne
fungere.

Vi setter derfor § = min{e/4,1} og sjekker at vi fa gnskede konklusjon: om
0<|z—1] <4, saer

|[f(@) = 3] =[(2® + 2+ 1) = 3| = [(z — 1)(z +2)|
<fordi 6<1 4|{L‘ - 1| <f0rdi 0<e/4 €,

hvilket var hva vi skulle bevise.

(b) La f og g vere deriverbare funksjoner og a et reelt tall slik at
fla)=g(a) =0, g'(a)#0.

Begrunn at

r@) S

= lim .
g'(a)  w=ag(x)
Du far bare bruke definisjonen av den deriverte og grensesetningene, ikke f.eks.
I’Hopital’s regel.
Fra definisjonen av den deriverte far vi

f’(a) B limy,_o fla+h)—f(a)
g a

.
(@) " Ty 2O g@

Siden begge grensene i brgken til hgyre antas a eksistere og nevneren ikke gar mot
null kan vi bruke grensesetningen for kvotient:

limy, o LS Jeb)J@ st h) = fa) L f()
= lim —~—— = lim = lim ——=.
limy,_s0 Q(QL})L_QW) h—0 w h—0 gla+h) —g(a) z—a g(x)

Den siste likheten kommer av at f(a) = g(a) = 0 (og at h — 0 er det samme som
at t =a+h—a).
(¢) Bruk konklusjonen i deloppgave (b) til a regne ut

X

1m .
z—0eT — 1

Denne pargrafen forklarer hvordan jeg tenker for 4 komme frem til den jeg som jeg bruker neste paragraf,
som er det egentlige argumentet som lgser oppgaven.



Med f(z) = x, g(z) = €¢* — 1 og a = 0 ser vi at betingelsene for deloppgave (b) er
tilfredstﬂtﬂ f(0)=0,9(0)=¢e"—1=00g g (x) =e% ¢(0) =e’ =1#£0, sa
x . 1

lim = lim — = 1.
z—0e® — 1 z—0 et

OPPGAVE 4

Regn ut integralene ved grunnleggende integrasjonsteknikker (ikke ved a sla opp i permen

i laereboken,).
/ dz
2 +2z—15

(a)
Delbrgksoppspalting —————= =

A B
2+2$ T =731 75 eller m.a.o.

1=A(x+5)+ B(xz —3)
girAz%ogB:—é (sett f.eks. © = —5 og = = 3), sa

d 1 1
/ﬂl7 :/ -8 ___8 dazzlln
2 +2x—15 r—3 x+5 8
1
/tan_lazdm
0

(Hint: bruk delvis integrasjon).
Regelen for delvis integrasjon sier

/ e @)~ [ ' f@)g() da

s& om vi lar f(x) = tan~'x og ¢'(x )—1medf’(a:):x%+1ogg(x):xférvi

xr—3
T+5

e

1 1
d 1 1
/0 tan~! 2 dx = [z tan~! 2]} — /0 mﬁifl = [ztan" "tz — 5111(1‘2 + 15 = % ~3 In2,

der vi brukte substitusjonen v = 22 + 1 i det siste integralet.

(c)
1 2
/ L
0 1— 22

Dette er et uegentlig integral (siden nevneren av integranden blir null i x = 1) og
vi regner fgrst ut fé) \/% dzx for b € (0,1).

Vi forsgker substitusjonen z = sin, dx = cosfdf med 6 € [0,b] og z = 0 =
0=0,z=>b=0=sin"1bog far (siden v1 — 22 = Vcos2f = |cosf| = cos nar

% en “gratisoppgave” som denne legges det vekt pa fgring: her er minstekravet at dere lister opp hvorfor

betingelsene er oppfylt



0 c [o b C [—71'/2 77/2])

b sin~1b
bgin2 g
cosfdf = sin? 0 df =
/0 V1 _g;2 / ‘cosf /0

- sin 1b_1 . sin~1b
_2[0 2511129] = 2[9 sin @ cos 0]

1
:i(s,m*1 b—by/1—0b2).

Her har vi brukt identitetene sin? 0 = %(1 — c0s20) og sin 260 = 2sin  cos 6.

Siden hmb_ﬂf F(sin™tb—bv1— b2) $(sin™' 1 —1v/1—12) = 7 /4 (funksjonene
som inngar er alle kontinuerlige), sa far vi

1 2
/ T T
0 1—x2? 4

sin~1b
/ (1 — cos26) db
0

N

OPPGAVE 5
Betrakt funksjonen f: [0,00) = (—o0, 1] gitt ved f(z) =1 — 2xtan! z.
(a) Vis at f er invertibel.
Notasjonen f: [0,00) — (—o0, 1] betyr at definisjonsmengden til f er intervallet
[0, 00) mens alle verdiene ligger i intervallet (—oo, 1]. Vi starter med a avklare noen
fakta som vi vil fa bruk for underveis: Funksjonen f er kontinuerlig og deriverbar pa

(0,00). Siden f(0) =1 og grensen lim,_,« f(z) = —oo (husk at lim, . tan™! z =
m/2) gir skjeeringssetningen at verdimengden er hele (—oo, 1].
Siden f/(z) = —2tan"!lx — a:gil < 0 for alle x > 0 (bade tan"!x og zg_’f_l

er positive for z > 0) er (ved sekantsetningen) f strengt avtagende pa hele sin
definisjonsmengde [0, 00). Siden f er strengt avtagende pa intervallet [0, c0) er den
én-til-én og har derfor en invers.

Du kan ogsa argumentere for at f er én-til-én rett fra Rolles teorem om du
foretrekker det: om f(xg) = f(x1) for to ulike punkter zy og z1 i [0,00) ma det
finnes et punkt ¢ mellom zy og 1 der f'(c) = 0, hvilket ikke er tilfelle siden f'(z)
bestandig er negativ.

(b) Vis at f(xz) =0 har en entydig losning x = b der b € (0,1).

At vi har et entydig nullpunkt b er egentlig gratis fra det vi sa under punkt (a):
f er én-til-én og verdimengden (—oo, 1] inneholder 0. Men er b € (0,1)? Ja — ved
skjeeringssetningen og det faktum at f er kontinuerlig — siden f(0) =1 > 0 og

f(1):1—2-1.tan—1(1):1—2%:1—%<0.

(¢) Finn en tilnerming x1 av nullpunktet b ved a bruke Newtons metode med én it-

erasjon og startverds xo = 1.
f(zn)

Newtons metode xp 1 = =y, — ) med xg = 1 gir
1 1-% 4
ST (O RN b
(1) —2% 12+1 T+2

(d) Bruk krumningen og om grafen y = f(x) vokser eller avtar til a forklare hvorfor
Newtons metode gir en folge 1 = xg,x1,x2,... av tall som avtar mot b: med andre



ord, vis ulikhetene

TO> T > D> Ty > Tpyl > -0 > b

Her holder et geometrisk argument langt pa vei. E| For ordens skyld gir jeg et
forsiktig og presist argument (tegn tegning selv!!)

Ved induksjon er alt vi trenger & vise at om x,, > b, sd er x,, > 41 > b. Vieri
situasjonen der
(1) f(z) <0 hvis og bare hvis z > b,
(2) f'(z) <0 for alle x € (b, zo] (grafen er strengt avtagende) og
(3) f"(z) = ﬁ < 0 for alle z € (b, o] (grafen krummer nedover).

Anta z,, € (b,xo]. Da er

Tyl = Ty — f(zn)
n+ n f/(xn)

< Zp

siden bade f(x,) og f'(x,) er negative.
Det gjenstar a vise at b < x,41. For a se det kan man bruke Taylor’s formel med
restledd (“om a = x,,”) som sier at

f"(s)
2

(x — l‘n)2

f(@) = fan) + f'(2n)(@ — 20) +

for en s mellom z og xn Setter jeg x = Tp11 = Tp — }C,(éz)) (der tangenten skjeerer

y-aksen) far jeg

f"(s)
2

2

f(@ng1) = flzn) + [ (@n)(@n — 20) + (Tpy1 — wp)

)
2

(Tpt1 — xn)2 <0,

der ulikheten folger av at f”(s) < 0 (og at =, # xp41, som vi jo viste i forrige
paragraf). Felgelig er b < x,,41.

OPPGAVE 6

(a) Bruk trapesmetoden med fire delintervall for a finne en tilnerming til integralet

1
/ (14432 dt.
0

3Du vil trenge de tre punktene listet under og du ma formulere deg slik at det blir bade meningsfylt og
riktig (test det ved & prove & forklare deg for en medstudent og tegn en tegning som er sa stor og tydelig at
det g& an & se hva som skjer!)

()

5 (x — x,,)?, forteller oss hva som er feilen med & bytte ut f med sin tangent

4Den siste summanden,

1Zn.



La f(t) = (1 +t*)??2. Om vi deler [0,1] i fire delintervaller er bredden av hvert
delintervall At = i og

n= 5 (10 + 20+ 21 + 21 + 1)

1y 257%/2 N 173/2 N 3375/2 932
-8 2048 32 2048

~ 1.3814135.

Hvor mange ledd ma en bruke i trapesmetoden for a tilnerme fol(l =+ t4)3/2 dt med
en presisjon bedre eller lik 0,049

La f(t) = (1 +t4)%2 og I = fol f(t)dt. Vi tar utgangspunkt i formelen for
restleddet for trapesmetoden:
K(1-0)3 K

I1-T, < —
| nl = 12n2 12n2’

der K > |f"(t)| for alle t € [0,1].
Derivérer vi(vis mellomregning slik at du far uttelling selv om svaret er feil), far

viat f/(t) = 6t3(1 + t*)Y/2 og
_ 6t3(5t1 +3)

1!
PO=" s
Vi skal finne en K som er storre eller lik |f”(¢)| for ¢ € [0,1]. Dette kan vi gjore
ved a finne maksimum (siden f er derivérbar er maksimum i et kritisk punkt eller i
et endepunkt; se under) eller vi kan ga litt mer avslappet til verks: Ved a betrakte
teller og nevner hver for seg (maksimere teller, minimere nevner) har vi at

17" (t)] < 6(5+3)17 12 = 48.

48(1-0)3 — 4 og om dette skal

12n2 n2

Setter vi dette inn i trapesmetodens feilestimat er

veere mindre eller lik enn 4 - 1072 far vi n > 10.
Om vi er riktig nidkjeere kan vi ga voldsommere til verks:
12¢(10t% + 15¢* + 3
f///(t) — ( + + )

(th 4+ 1)3/2
for ¢t > 0. Dermed er f”(t) (ikke negativ og) strengt voksende pa [0, 1] og | f"(t)] <
(1) = 24v/2. Derved vil kravet bli 242 = 2¥2 < 4102, eller ;1% < n. Dette
gir n = 9E|

>0

5 Bade argumentasjonen som leder til n = 10 og n = 9 er fullt tilfredsstillende.

Siden f”(t) aldri er negativ er kan vi til og med si at I < T, s& T, overestimerer. Ved & ta hensyn til
det kan vi angi I enda mer ngyaktig.

Ved a regne ut I med enda flere desimaler kan man i eftertid konstatere at allerede T5 & 1.366 var mindre
enn 0.04 fra I ~ 1.340.



OPPGAVE 7
Et veinett er gitt ved ligningen

3+ = 4z + 4y.
Du kjorer pa denne veien: ved tid t er du i punktet (z(t),y(t)), der x(t) og y(t) er deriver-

f”\
-

bare funksjoner som tilfredstiller likningen x(t)® + y(t)® = 4x(t) + 4y(t).
Om (x(0),y(0)) = (0,2) og y'(0) = 6, hva er 2'(0)?
Deriverer vi ligningen z(t)3 + y(t)3 = 4z(¢) + 4y(t) m.h.p. ¢ far vi ved kjerneregelen at
3z (t)%a’ (1) + 3y(1)*y/ (1) = 42/ (1) + 4y (1).
Setter vi inn ¢ = 0 i denne ligningen far vi
3-02-2°(0) +3-22.6=4-2/(0)+4-6

som vi lgser for 2/(0) og far 2/(0) = 12.




