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OPPGAVE 2

(a) Tegn fortegnsskjema for alle funksjonene og deres deriverte. Da ser du at g og A’/
matcher ingen annen funksjon mens det er mulig at f = ¢’ og h = f’. Riktig svar
ma derfor vaere “f”. 1
(b) Den deriverte til en funksjon f i et punkt x er grensen limy_, w
Ved vanlige derivasjonsregler (kjerneregel, regel for derivert av kvotient osv) er
den gitte funksjonen deriverbar i alle punkt, bortsett muligens fra i 0.
Siden deriverbarhet medfgrer kontinuitet ma vi ha at a = f(0) = limy_0 f(x),
men siden bade eksponensicring og tangens invers er kontinuerlige er lim,_,q- f(z) =
ebtan ' (0) = 1 8 vi ma i hvert fall ha a = 1.2

w = limp 0 f(h;271~ Nar h < 0 er f(h}z,il -

Vi sjekker grensen limy_,q

an71 o ° . . .
% og nar h gar mot null er dette (definisjonen av) den deriverte

iebtanfl(t) _ Lebtanfl(t) —p3
di o 1+ 12 —o
Nar A > 0 har vi grensen
. M—l . tan'h+4+2R%2—h
hlg(IJlJr h - hlgIOl+ h?
(*) 1+1h2 +4h -1
" a0t 2h

N h/2 0/2
hirél+<1+h2+ ) 1102 "

der likheten merket (!) bare er rydding slik at vi kan bruke kontinuitet og likheten
merket (%) er I'Hopitals regel: teller og nevner er deriverbare funksjoner som gar
mot null nar & — 0% og den deriverte (2h) av nevneren er ulik null for 4 > 0 pluss
at jo vi nettopp sa at grensen pa hgyre side eksisterer.

For at limy_q w skal eksistere ma de ensidige grensene eksistere og veere

like, hvilket skjer ngyaktig nar (a = 1) og b= 2.4

il de som leste “andrederivert” i stedet for “anti-derivert”: Skrev dere et rett argument i den siste
nedlastningsboksen har dere fatt poeng, ellers ikke.

2for at f skal vacre kontinuerlig ma vi ogsa ha lim,_, 4+ f(z) = £(0), men vi ser om litt at f er deriverbar,
sa det er overflodig

3dere kunne ogsa bare regnet ut grensen - like rett

4Hvis man hoppet over steget via kontinuitet ville man ha sett at de ensidige grensene eksisterte hvis og
bare hvis a = 1.

Noen insisterer pa & se pa lim,_,o+ f'(¢). Det er ingenting i boken eller som vi diskuterte H20 som sier
at det er relevant for oppgaven (og gir derfor minimal uttelling), selv om du “tilfeldigvis” finner (delvis)
“riktig svar” b = 2 ogsa pa denne maten.
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OPPGAVE 3°
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OPPGAVE 4

(a) For at f skal veere kontinuerlig i # = 3. ma f(3) = lim,_3 f(x), eller m.a.o.
gitt € > 0 fins 6 > 0 s.a.

9 9
O0<|lzr—3]<dz#0 = |- —=|<e
z 3

Nah, |% — % = %\x — 3]. Siden |Z’—| er strengt avtagende for x > 0, sa har vi
implikasjonene
3 3 9 9 3
—3l<l=2xce24)= —<=—=|-—=|<=|lz-3|
-3l <1sae@d) > r<gal-gl<glk-3

S4, gitt, € > 0, om § = min{1, Z¢} s vil |x—3| < § medfore at |2 —3| <

T

3
2
(b) En funksjon f: Dy — V; har en invers dersom der fins en funksjon g: V; — Dy slik
at for alle x € Dy ogy € Vy

g(f(x)) == og f(g(y)) =y.°

Funksjonen f som gitt i oppgaven har en invers: sett g(x) = %,7 sa har vi at for
alle x,y # 0, sa er
9 9
g(f(@) =g =zo0g flgly) =35 =y
z y
51/z = 27%e T =...er ogs, fint. Noen puttet inn ugnskede paranteser og fant 1/(z + 2°) istedet, men

siden det er akkurat like vanskelig trekker vi ikke mye for det.

63lik boken uttrykker det i Def. 2 i Kap. 3.1 er det ikke godt & si om dette er definisjonen (som er slik
jeg har gjort det i forelseningene) eller det at f er én-til-én (Def. 1), sa begge deler har fatt rett.

THer er vi i den litt uvanlige situasjonen at vi faktisk kan finne en invers ved a lgse y = f(x) = % for x
og finner at f er sin egen invers!

Noen viste at 9/x1 = 9/x2 = x1 = x2, og det er ogsa fint.

Et argument som bygger pa at f er strengt avtagende pa hhv. (—oo,0) og (0, 00) ma formuleres med litt
klgkt siden definisjonsmengden ikke er et intervall, f.eks. ved & papeke at bildene til (—oo, 0) og (0, 00) ikke
overlapper.



OPPGAVE 5

Avstanden z(t) mellom fartsmaleren og bilen ved tid ¢ tilfredsstiller

2(t)? = z(t)? + y(t)2.

Vi far at 2(0) = V0?4 12 = 1 og ved derivasjon av ligningene som knytter z, y og z
sammen far vi ved kjerne- og produktregelen at

3z(t)%a’ (t) + 3y(t)%y (t) = 92/ ()y(t) + 9z(t)y/ (t) + 0
22(t)2'(t) = 22(t)2'(t) + 2y(t)y' (1)

som, nar vi setter ¢ = 0 blir 8

3-0%2/(0) +3-1%/(0) = 927(0) - 1 +9- 04/ (0) 4+ 0
2-1-50=2-02'(0) +2-1y'(0)

som vi kan lgse for 2/(0) og fa 2/(0) = 50/3 (kilometer i timen?).

(a)

8

OPPGAVE 6
Funksjonen gitt ved f(x) = z* + z — 1 er kontinuerlig, s& da

f(=2)=16-2-1>0> f(-1)=1-1-1

sier skjeeringssetningen at f har et nullpunkt i intervallet (—2, —1). Da f er deriver-
bar og f'(x) < 0 for alle z € (=2, —1) (den deriverte f’(z) = 423 + 1 er voksende
og f'(—=1) = =441 < 0), sa ved derivasjonstesten (“korollar I” av sekantsetningen)
er f strengt avtagende pa [—2, —1] 1© og derfor har f maksimalt ett nullpunkt pa
(—2,—1). Tilsammen altsa ngyaktig ett nullpunkt.

Tangenten til en graf y = f(x) i et punkt (a, f(a)) er

y — f(a) = f'(a)(z — a);

i vart tilfelle y — 13 = —31(x +2). Skjeeringen x1 med x-aksen gis ved a sette y = 0
og lgse for x: x = :—;j’ —2= —g—‘?.

Newton-Raphson’s metode bestar nettopp i a finne skjeeringen mellom tangenten

og x-aksen, s tilnsermingen til nullpunktet b vi far gjennom & anvende Newton-
Raphsons metode en gang med startverdi o = —2 er derfor x1 = —%.
Som vi har sett er f/(z) = 42> + 1 og funksjonen strengt avtagende pa (—2, —1).
Videre er f”(x) = 1222 s& grafen krummer oppover pa (—2,—1). Om -2 < a < b
ligger derfor tangenten til f gjennom (a, f(a)) under grafen og skjeerer z-aksen i et
punkt ¢ hvor a < ¢ (fordi f(a) > 0 og f'(a) < 0) og ¢ < b (fordi grafen krummer
oppover). Newton-Raphsons metode med zy = —2 gir derfor en folge xg, x1, x2, . ..
hvor (ved induksjon) xg < 21 < - < Xy < Tpy1 < -+ < b.

Om vi vil gjgre det formelt med symbolmanipulering kan det se slik ut: for hvert

naturlig tall n la P(n) veere utsagnet “—2 =z < z1 < --- < z,, < b”. Var oppgave

noen har droppet z fullstendig og i stedet for “z’(0) = 50” har satt “y’(0) = 50” uten begrunnelse. Det

gir ikke full uttelling (selv om det gir “rett svar”).

9Til de som bekymrer seg over benevning ma man veaere klar over at en ligning som z(t)® + y(¢)* =
9z(t)y(t) + 1 avhenger av benevningen — den stakkars 1’eren til slutt ma f.eks. veere “1 km®” og 9’eren er i
all hemmelighet “9 km”.

10

mange mater & finne ut at funksjonen er strengt avtagende pa [—2,—1], men noe av det som ble

presentert var ikke overbevisende. F.eks. sa noen “f'(—2) < 0 og f'(—1) <0, s& ...” og andre “f(—2) >

f(=1),sa...7



er a vise P(n) for alle naturlige tall n og et induksjonsbevis vil da involvere a vise
P(0) og at for ethvert naturlig tall k£ har vi P(k) = P(k 4+ 1). Utsagnet P(0) er
kort og greit —2 < b, som vi jo alt har vist, sa det gjenstar a vise at gitt et naturlig
tall k, sa har vi at hvis P(k) er sann, sa er ogsa P(k + 1) sann.

Sa vi antar —2 = z¢ < x] < --- < xp < b og det eneste vi trenger a etablere er
at da er zp < xgy1 0g Trp+1 < b.

— Da f er strengt avtagende pa (—2, —1) og z < bsaer f(xg) > 0og f'(z1) <0

og dermed har vi xj,1 = x) — f’(g;:z;) > 1)
— Envidere har vi ved Taylors formel at

/"(s)

/"(s)
2

f@per) = flor) + f/(ar) (Tpgr — 20) + (Thi1 — 2)?/2 =0+ (Tht1 — 1)

for en s € (xp,741). Siden f”(s) = 125 > 0 har vi at f(wpy1) > 0 = f(b)
som (siden f er strengt avtagende) betyr at xp1 < b.

OPPGAVE 7
(a) For en s mellom 0 og x har vi at Taylors formel er

" " 4
f(@)=f0)+ f'(0)z + / Q(x) x® + ! 6(0)333 + f(2)4(8) z
) —cos(0 sin(0 cos(s
= cos(0) — sin(0)x + 2( )932—|— 6( )1'34- 251 )£U4
2 cos(s) 4
224
(b) Funksjonen f(x) = cosz er strengt avtagende pa [0,7]. Sa om z € (0,1/4] og
s € (0,7) har vi at cos3 < coss < cos(0) = 1. Derfor er E3(z) = %x‘l i

1
. COS . .
intervallet (—;* x4, 2—141‘4) som vi skulle vise.

Derfor er (ingen faktorer er negative og integrasjon bevarer ulikheter, sa retningen
av ulikhetene blir bevart)

1/4 1 1/4 1/4 1
xhdr < / VrE3(x)dr < / Vi—aztdz.

Siden f01/4 Vzatdr = %[3311/2](1)/4 = 25y far vi at

1/4
< / VrEs(z)dr <
0

121
2411 211"

24 11211

OPPGAVE 8
(a) Initialverdiproblemet

y'(t) = ke™y()(P — y(t), y(0) = P/10



angripes pa standard méate. Ingen av de konstante lgsningene hvor enten ingen er
smittet eller hele befolkningen er smittet passer intialverdien y(0) = P/10 ™ s& vi
deler begge sider av ligningen pa y(t)(P — y(t)) og integrerer mhp. ¢ fra t = 0 til

t="T: 12
r y,(t) _ T at
/o s — )" / et

Tat 1aifT k aTl’
R(T):=k ; e dt:k[ae lo =—(e" =1)

Hgyre siden er

mens venstre siden angripes som sedvanlig med substitusjonen v = y(t) og delbrgks-
oppspalting, noe som skulle resultere i

9y(T)
P —y(T)
Nar vi sa lgser for y(T) far vi efter litt strev (skriv ut mellomregning eller gjor
kontrollen i fotnoten 2 i all detalj)
P

V) = g

(hvor R(T') star skrevet ut litt over).
(b) Merk at lim7_,o R(T) = —S (her brukes at a < 0), sa ved kontinuitet er

P P
B o y(T) 1+ 9ePlimroo R(T) — 4 i 9L

1
F]n

Forutsatt at kP er positiv (som jo er det eneste som gir mening gitt at det snakkes
om smitte!?) har vi: Nar |a| er svaert liten er L neer

. P P
e 1490
a=0" 1 4+ 9¢a -+

(fordi lim, - e'e = 0), mens nar |a| er svaert stor er L neer
i P P
im =
I E N

= P/10

(fordi limg—, o el = 1).

Hmed mindre P = 0, men i det tilfellet er der ingen folk a smitte, og det er det.

12y el greit (men litt mer tungvindt) & bruke ubestemte integraler og sa finne integrasjonskonstanten
ved innsetting

13Her er en liten kontrollregning pa sin plass: y(0) = W+R<O) = P/10 og

Lo —P-R(t)y—2 —P-R(t) / o P P
y(t)_P(_(1+96 ) )(0+96 (_PR(t)))_R(t)1+96_pR(T) (P_ 1+96—P-R(T)>’

som jo er akkurat det vi vil ha da R'(t) = ke** ved fundamentalteoremet. Husk at denne sjekken er bevis
for at dere har rett resultat, s& dersom dere gjgr den kan alt det gale dere gjgr for & finne y tilgis!
Smitteanimasjonen jeg viste fgrste time i semesteret for a illustrere hva MAT111 kan brukes til hadde
bade sesongvariasjon og “politisk spake” a, og lgses pa akkurat samme mate — bortsett fra at integralet
R(T) =k fOT €™ (1 4 cos(Zt)) dt er litt vanskeligere.
4men for de virkelighetsfjerne blant oss: om kP = 0 er L = P/10; om kP < 0 og |a| liten (hhv. stor) er
L neer 0 (hhv. P/10)



OPPGAVE 9
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Siden f er voksende er nedre (Riemann)sum lik venstre endepunktssum,

L(f,P) = flap—1) (@ — z11),
k=1
mens gvre sum er hgyre endepunktssum,
U(f,P)= f@p)(zr — 2p-1).
k=1
Fglgelig er

U(f,P) = L(f,P) = > _(f(wr) — flar—1))(@x — 2x1)

k=1
som er mindre eller lik Y-7_, (f(zx) — f(@k-1))Amax® = (£(1) — £(0))Ampaxx.'?

Dette lgsningsforslaget et “skutt fra hoften” (dvs. skrevet rett inn uten bekymring,
kladdepapir eller kontrollregning og uten a se pa mine notater fra da jeg designet oppgavene)
for a se at det syntes overkommelig & gjore det i full fart, og vil sikkert inneholde rusk og
rask. Veer grei a si fra om du ser noe rart, og sa skal jeg rette det opp.

Takk for i ar! BID

15ved kompletthet av de reelle tall vil bade fplgen av nedre og av gvre summer (vi far ved & forfine
partisjonen slik at normen gar mot null) konvergere. Fra det over far vi at forfininger av partisjonen vil gi
gvre og nedre summer som kommer narmere og nermere (fordi normen A<z skal ga mot null) og dermed
har felles grense, hvilket vil si at f er integrerbar pa [0, 1]. I forelesningen snakket jeg ofte om om regulser

partisjon og da er jo bredden til alle delintervaller like og Amaxx = %7 men det er ikke noe krav.



