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Oppgave 1

la

La X veere et metrisk rom og la {f,}y veere en fglge av kontinuerlige
funksjoner f, : X — R som er slik at |f,(z)] < C, der C er en positiv
konstant, for alle n € N og alle z € X. Bevis, eller finn et moteksempel pa,
fglgende pastander:

(i)

F,(x) = max frx(z) er kontinuerlig for alle n € N.

(i)
F(x) = sup fn(x) er kontinuerlig.
neN

1b

La {an}y og {bn}y veere folger av reelle, ikke-negative tall. Anta at
lim,, o a, = a. Vis at

limsup(a, + by) = a + limsup(b,) og limsup(a,b,) = alimsup(by,).

n—oo n—0o0 n—oo n—0o0

(Fortsettes pa side 2.)
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1c
La (X, A, u) veere et malrom. Vis at for A og B i A sa gjelder

1 (AU B) 4+ u(AN B) = u(A) + u(B).

Oppgave 2

La X og Y veere komplette normerte vektorrom, og la A : X — Y veere
en kontinuerlig lineseravbildning, mao. A € £(X,Y). Anta ogsa at A er en
bijeksjon med invers A~!. Vi gnsker & lgse ligningen

Az =b, forx € X, (1)

der b er en vektor i Y. En invertibel linezeravbildning B : Y — X kalles en
tilncermet invers til A dersom

11— AB|| <1, (2)

der I betegner identitetsavbildningen i Y'!, og || - || betegner operatornormen.
La heretter B veere en tilnsermet invers til A.

'Du kan fa bruk for at (2) impliserer at |[Ix — BA| < 1, der Ix er identitetsavbildnin-
gen i X. Denne implikasjonen trenger du ikke vise.

(Fortsettes pa side 3.)



Eksamen i MAT2400, Mandag, 2. juni, 2025 Side 3

2a

Vis at -
Z (I — AB)F
k=0

og at rekka konvergerer absolutt.

2b

Anta at x lgser (1), vis at

z= B(i([ - AB)’“)b,

k=0

her, og i resten av oppgaven, er b den samme som i (1).

2c
Definér T : X — X ved

T(x) =x+ B(b— Ax)
og folgen {z,},2, ved
xo=Bb, xpi1 =T (x,) n>0.

Vis at x,, — = nar n — oo, der z lgser (1).

(Fortsettes pa side 4.)
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2d

La s, betegne delsummene

Sn = B(Zn:(l - AB)k>b.

k=0

Vis at s, = z, for alle n. Hint: Det kan veere nyttig & definere 5, =
S i o(I — AB)*, si s, = BSpb.

Oppgave 3

La
X = {u € C([0,00),R) | sup |u(t)| < oo}

te[0,00)
uststyrt med supremumsnormen, |ull,, = sup{|u(t)| | t € [0,00)}, og la
F(u) veere gitt ved

F(u)(t) =€ /too e T sin(u(r))dr.

3a

Vis at ||F(u)]|, < 1 for alle v € X, og at avbildningen ¢ — F(u)(t) er
deriverbar og at

d .
ZF(u)(t) = F(u)(t) = sin(u(?)).

(Fortsettes pa side 5.)



Eksamen i MAT2400, Mandag, 2. juni, 2025 Side 5

F:X—>Y:{UEX ] verderiverbarogv'eX}.

Med normen ||v|ly = ||v||,, + [|V'|| blir Y et komplett vektorrom. Dette
skal ikke vises.

3b

Finn F'(u)r og vis at F'(0) € L(X,Y) er invertibel. Hint: Det kan lette
regningen a skrive ' = Lo H der L : X — Y er lineser.

(Fortsettes pa side 6.)
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3c

Det kan vises at avbildningen v — F’(v) € L£(X,Y) er kontinuerlig for alle
v € X, men du trenger ikke a vise dette.

La v(t) = 0 for t € [0,00). Vis at F(v)(t) = 0 og at det finnes en apen
mengde O, med 0 € O C Y, og en funksjon G : O — X som tilfredstiller

y(t) = F(G(y))(t) fory e O.

Ikke la deg forvirre av notasjonen, G er en invers til F'.

SLUTT



