Lgsningsforslag til eksamen i

STK1100 31. mai 2019

Oppgave 1

a) Antall fodsler X i lgpet av én time er Poissonfordelt med parameter A = ¢/2.
Forx =0,1,2,... er da

P(X _ ZC) _ )‘Ief)\ (t/2)meft/2.

z! x!
Med t =1 finner vi at
P(minst ett barn i lppet av én time)

= 1 — P(ingen barn i lgpet av én time)

1/2)°
= 1-P(X=0)=1- (é‘)elﬂ —1—e12=1-0.607=0.393.
Videre finner vi nar ¢t = 2 at
P(minst to barn i lgpet av to timer)

= 1 — P(hgyst ett barn i lgpet av to timer)

2/2)°0 _ 2/2)t _
= 1—P(X:0)—P(X:1):1—7( é!) 22 2 /1!) e=2/?

= 1-2"1'=1-0.736 = 0.264.

b) For t > 0 har vi at T' > ¢ hvis og bare hvis X = 0. Derfor er

P(T>t)=P(X =0) = %2')06—”2 =72,

For t > 0 er dermed den kumulative fordelingen til T" gitt ved
Ft)=P(T<t)=1-P(T >t)=1—e""?
mens F(t) =0 for t <0. Tettheten til 7" blir dermed

%e*t/Q for t > 0,

0 ellers.

ft) =F'(t) = {
Forventningsverdien til T er (substituerer u = t/2)

E(T) =/ tf(t)dt :/0 t%e‘t/th = ;/0 (2u)e™"2du = 2/0 ue "du = 2I'(1) = 2.

(Det er her ogsa helt fint & bruke formelen for forventningsverdien i eksponentilafordelingen.)

Forventet tid for forste fgdsel etter midnatt er ki 02.00.



c¢) Vi har at
P(ingen barn blir fgdt de to forste timene etter midnatt)
= P(T>2)=¢??=¢"1=0.368
Hvis vi m& vente minst to timer etter kl. 02.00, har klokka blitt 04.00. Vi har derfor at
P(vente minst to timer til | ingen barn blir fgdt de to forste timene etter midnatt)

ey
_ p(rsaT>2) = 2T ;(?2(2T)>2)) - igi;; =S5 = e = 0.368

Oppgave 2

a) For z > 0 er den kumulative fordelingen til X gitt ved F(z) = 1 — e=="/(20*) Medianen m
i fordelingen er gitt ved at F'(m) = 1/2. Vi lgser denne likningen:

1
F(m) Y
2 2 1
1 _ —m?/0%) _ 2
€ 2
—m2j20%) _ L
2
2
m
m? = 26%In(2)

m = 604/2In(2)

For x > 0 er sannsynlighetstettheten til X er gitt ved

—22/(202 2x 1 20902
f(z) = F'(x) = —e=/2) <_292) = ae ),

mens f(z) =0 for x < 0. Oppsummert har vi at

1) e%:ve_xz/(%ﬂ) forx >0
xTr) =
0 ellers

b) Vi har at [substituerer u = x2/(26?)]

E(X) :/ fo(:U)dx:/O m%xe_ﬁ/(Q@Z)dx

1 2 332/(292) 1 / 2 u 9du
S - D) il
92 /0' xre dx 92 . (9 U) e m

= 6V2 / T B 1ugy, — g2 I'(3/2) = 6v2(1/2)T(1/2)
0



Tilsvarende har vi at

B(X?) = / a:zfx(x)dar—/ xQ%xe*zQ/(%ﬂdm
0

= ﬁ . xr e /( )da::ﬁ ) (9\/2’&)6 7%

= 292/ u?leT"du = 20°T(2) = 20> 1T(1) = 26
0
Variansen blir dermed

V(X) = B(X?) — [B(X)2 = 26° — 9?5 = 1T 2

2 2

c¢) For y > 0 er den kumulative fordelingen til Y gitt ved

Fe(y) = P(Y <y)=P(X/6) <y) = P(X/0 < \j) = P(X < 0y5)
= 1- 6_(9\/@2/(292) =1— 6—y/2’

mens Fy (y) = 0 for y < 0. Tettheten til Y blir dermed

%6_9/2 for y > 0,

0 ellers.

fr(y) = Fy(y) = {

Dette er gamma-tettheten med formparameter o = 1 og skalaparameter § = 2, s Y er
gamma (1, 2)-fordelt.

Oppgave 3

a) Ved resultatene i sporsmal b i oppgave 2, har vi at

E(X)=FE (;2?) = ;;E(Xi) = 711”9\/?:9\/?

V(X)=V 1Zn:X ! 2zn:V(X) LM 4T
n <= n) — n? 2 2n

0g

For estimatoren 6 = )_(\/g far vi dermed at

E(f)=E <X\/§> = \/EE(X) = \/29\/5 =90,

sé estimatoren er forventningsrett. Variansen til estimatoren er gitt ved

2
V(é)zv<x 2):( 2) vxy=2. 4T _A-T e

T T s 2n ™



b) Sett Y; = (X;/6)?. Ved resultatet i spersmal ¢ i oppgave 2 har vi at Y;-ene er gamma (1, 2)-
fordelte. Videre vet vi at en sum av uavhengige gammafordelte variabler som alle har samme
skalaparameter, selv er gammafordelt. Derforer Y Y; = > I, (X;/0)? gamma (n, 2)-fordelt,
dvs. gammafordelt med formparameter a = n og skalaparameter § = 2.

Ved & bruke formelen for forventningen til en gammafordelt variabel, finner vi na at
E (Z(XZ/0)2> =af=n-2=2n.
i=1

Derfor er
1 n n
— N " x2) = (X; = __9n = #2.
(agn) oG] - £

c) Vi har estimatoren 6 = \/ 35 >y X2. Vi merker oss at Y1 X2 = 2n6?. Dermed har vi
at 2n02/6? = 37" (X;/6)? er gamma (n, 2)-fordelt ved resultatet i spersmil b. Hvis a og b
er henholdsvis 2.5% og 97.5% persentilene i gammafordelingen med formparameter o = n og
skalaparameter § = 2, har vi dermed at

N2
P (a < 2";9 < b) — 0.95.

Vi omformer ulikhetene og far dermed at

2 n2
P (2”9 <2 < 2 ) —0.95,
b a

som gir

P (,/%ég 0%/2%) =0.95,
b a

Et 95% konfideninterval for 6 er dermed gitt ved

755

d) Vi finner estimatene

= f\ﬁ = 7.19\F =5.74,
T T

1 n
o > a?=/30.51 =552,
=1

0g

Sy
I



Et 95% konfidensintervall for 6 er gitt ved
/ 40 [ 40
[ m5.52, 24‘45.52] ,

[4.97, 7.07].

dvs.

e) For & bestemme standardfeilen med parametrisk bootstrap gar vi fram pa folgende mate:

For b=1,2,..., B (for eksempel med B = 10000):

e Vi generer 20 uavhengige observasjoner fra Rayleigh fordelingen med parameter 6 lik
den estimerte vedien § = 5.52. Kall de genererte verdiene z7,x3,...,x5,. (For & trekke
fra Rayleigh fordelingen kan vi bruke inversjonsmetoden.)

e Beregn bootstrap estimatene 0; = \/ﬁ ngl(xj)Q og 0 =z} \/g, der 7} = 2—10 ngl z}.

Vi finner si de estimerte standardfeilene ved

LS~ (i)’
v o=\ mor (- 7)

B
v = o @)

der 0* = + Zszl 0; og 0 = % 25:1 ég

Oppgave 4
a) For z > 0 er den marginale tettheten til X gitt ved

fx(z) = / fxy (@, y)dy = / zye T dy = g / ye Ydy = ze” "I'(2) = ze™".
—00 0 0

For x <0er fx(x) = [%_ fxv(z,y)dy = 0. Altsa har vi at

re * for x > 0,
Ix(@) = 0 ellers.

Den simultane tettheten fxy (x,y) er symmetrisk i  og y. Den marginale tettheten til Y er
derfor

ye Y for y > 0,
Hrly) = 0 ellers.



For z > 0 og y > 0 har vi at

fxv(@,y) = aye” ") = g ye ™V = fy(2) fy (y).

Hvis 2 < 0 og/eller y <0 er

fxy(z,y) =0= fx(2)fy(y).
Altsa er fxy(x,y) = fx(x)fy(y) for alle z,y, s& X og Y er uavhengige.

b) Vihar U =X 4+Y og V = X/(X +Y). Den simultane tettheten fxy(z,y) >0 for z >0
og y > 0. Det folger at den simultane tettheten fyy(u,v) til U og V er positiv for u > 0 og
0<v<l.

Den inverse transformasjonen er gitt ved X = UV og Y = U(1—V), og Jacobi-determinanten
er

oz Oz
d(z,y) _ | Ou Ov | _ v b =—uw — (1 —v)u = —u.
I(u,v) % 2 l1-v —u

For u > 0 0g 0 < v < 1 har vi dermed at simultantettheten til U og V er gitt ved

fov(u,v) = fxy (v, u(l —v))| —u| = uv - u(l —v)e” Ty = 43p(1 — v)e™,

mens fyy(u,v) = 0 ellers.



