Eksamen i STK1100 varen 2021 - Igsningsforslag
Oppgave 1

a

For hver test, registrerer vi A (positiv) eller A’ (negativ). P(A) = p hver
gang. Da har vi ogsa P(A’) = 1 — p. Fra definisjonen av X, er 1 minste
mulige verdi (positiv pa forste test). Rimelig & anta at testene er uavhengige,
slik at vi kan multiplisere sannsynligheter. Da kan vi skrive

P(X =k)=P(A"k—1ganger N Aisiste) =(1—p)(1—p)---(1—p)p
=(1—p)ftp fork=1,2, ..

b

Her far vi bruk for hintet om konvergens av en geometrisk rekke,

Zrm =1/(1—r)hvis | r |< 1.

m=0

Bruker definisjonen for momentgenererende funksjon, og setter inn punkt-
sannsynligheten fra a:

—p > (1 - p))*

k=0
__ b
T 1—(1—p)et

For siste overgang (hintet) ma vi ha (1 — p)e’ < 1. Da méa vi ha

t < In(

).

I—p



c
Deriverer uttrykket for den momentgenererende funksjon med hensyn pa t,
og far

_ pe (1 —petpe!
ST (l—pe U=(=pe)y

:15;@ (”19&—%)

pe'

(1= (1=pet)>

Da finner vi forventningsverdien ved

My (t)

B(X) = My(0) = 5 =

1
o
Tilsvarende finner vi

pet 2(1 — p)e'pe’
(I=(1=pe) (1-(1-pe)?

e <1+ 2(1 — p)et )

My (t) =

(1 —(1—pe')? 1—(1-p)e
B pe 1+ (1—p)et
C(I=(1=p)e)? \1— (1 —p)et
Videre har vi at
2—p 2—0p
B(X?) = ML(0)=L . 2P _ :
( ) X( ) pg P pg

og endelig

Med p = 0.001 far vi en forventning E(X) = 1000 tester til og med forste
positive.



d
Her kan vi bruke fra ¢ at E(X;) = 1/p og V(X;) = (1 — p)/p*. Da finner vi,
for Y =57 | X;, at

B(Y) = B()_ X) = B(X) =

0g

T

V) =V X = Yovi =T

i=1 p

For variansen har vi brukt at X;-ene er uavhengige. Med » = 10 og p = 0.001,
far vi E(Y') = 10000 tester inntil vi har 10 positive.

e
Merk at dette ikke er negativ binomisk fordeling slik den er definert i boken
og formelsamlingen, fordi boken bruker antall negative tester frem til r-te
positive, mens vi i denne oppgaven har definert Y =antall tester (bade neg-
ative og positive) til og med r-te positive. Minste mulige verdi for Y blir da
r (de r forste testene er alle positive).

La A = testen er positiv. Da far vi:

P(Y =k)=P(Ar —1gangerik —1 tester N A1i k-te test)
=P(Ar —1gangerik — 1 tester) - P(A1 k-te test)

k—1 -1 k—1—(r—
- r=1(1 — (r=1)
(T B 1)1) (1-p) P

k—1
:<7°— 1>pr(1 —p)'" fork=rr+1, ..

f
Har fra oppgaveteksten at

P(A| smittet) = P(A|S) = 0.75

0g
P(A] ikke smittet) = P(A|S") = 0.0001,

3



der S = studenten er smittet. Har ogsa at P(A) = p = 0.001. Skal finne
P(S). Bruker setningen om total sannsynlighet for A,

P(A) =P(A|S)P(S) + P(A|S")P(S")
=P(A|S)P(S) + P(A]S)(1 = P(5)),
og lpser for P(S):

P(A) — P(A|S")  0.001 — 0.0001
P(S) = = = 0.0012.
(%) PUAS) — P(A]S) ~ 0.75 —0.0000 0

_ P(A|S)P(S)  0.75-0.0012
P(S|A) = P = o0 0.90.

Oppgave 2

a
For z <0er Fx(z) =0da fx(z) =0 for z <0, og for z > 0 har vi
Fx(x) :/ fX(z)dz:/ %zo‘_le(g)adz.
—00 0

La w = (%)a, slik at z = fw'/® og dz = B/aw/* Ldw. Vi far

Q

FX(x) _ A<5) « (ﬂwl/a)a—le—wéwl/a—ldw

B (Z)aﬁ__aw B Cun(
| e = e

)" =1- 6_(%)a.

™8

Medianen g finner vi ved

- _(ay 1
Fx(p) =1—-e (8 =2



Vi har:

Q=

By

= Fy <ﬁyé) :1—6( 7 >a:1—6_y.

Vi kan allerede kjenne igjen Fy (y) som den kumulative fordelingene til eks-
ponensialfordelingen med parameter A = 1. Eventuelt kan vi finne tettheten
til Y ved

d

fr(y) = d_yFY(y) =e Y,

som er tettheten til eksponensialfordelingen med parameter A = 1. Alterna-
1
tivt kan en lgse oppgaven ved & bruke at X = Y« = v(Y) og formelen

o) =Fx(Byt) \%vw)

(6% 1 _<ﬁyﬁé>a ﬁ 1

- AL ysTl = ey
Ba(ﬁy )" e oY e
Oppgave 3

a
Vi har:

A 1 . @ 1 - el 1 el . ia : B
p= (ﬁ;Xz> T pl/a (;XZ> ~ pi/a (6 ;F) ~ pl/a
(5) -5

Videre er Y1, ..., Y, uavhengige da X, ..., X,, er det, og fra Oppgave 2 b vet
vi at ¥; ~ gamma(1,1). Dama ) .| Y; = n(8/5)* ~ gamma(n, 1).

|

1

()

Q=
Q=

Da blir



b
Fra a vet vi at n(3/8)* ~ gamma(n, 1), slik at

Da er et 95% konfidensintervall for § gitt ved

~ n l/a -~ n 1/04
(G 8"),
a
der B er estimatet beregnet basert pa observerte data.

c
Vi setter inn og far estimatet

30 a3
~ 1 1
B = <% E 5,;;") — (4,08)1‘50 ~ 2.55.

Konfidensintervallet blir da
30\ Y150 30 1\ /150
2. —_— 2. _— ~ (2. 31).
( o (41.65) ) 2:55 (20.24) (2.05,3.31)

Vi har:

ﬂ n 1/a B n 1/a
E(ﬁ) =B nija (Zl K) = WE (Zl K)

Da > " Y, ~ gamma(n,1) og r = 1/a > —a, far vi fra resultatet gitt i
oppgaven (om E(Z")) at

I'(n+1/a)

o] 11/aF(n+1/a)
nt/eT(n) -

E(B) :nl/a F(n)

-5



For a =1 far vi

I'(n+1) _ nl'(n)
nl'(n) nl'(n)

Altsa er /3 forventningsrett for 8 nar a = 1. Imidlertid er f}j;/ =) £ 1 for

E(3) =8

= A.

a # 1, og daer B ikke forventningsrett for 5. Det er dog ikke sa stor forskjell
for store n.

e
En forventningsrett estimator for § far vi ved

n/°T(n)
['(n+1/a)

for da er

> n'/°T(n) \  nY°T(n) _, . nY°T(n) T(n+1/a)
£ (ﬁF(n + 1/a)) T(n+ 1/04)E<5> T(n+1/a)” nt/eT(n)

E(3) = — 8.

Nar vi setter inn observerte verdier og bruker opplysningen i oppgaven, far

vi
301/1 501(30 301/1.50
(30) = 2.55

3 =2.55
b (30 +1/1.50) 9.62

~ 2.50.

Vi ser at det er sveert liten forskjell mellom B og 3 her, og det skyldes at n

er sapass stor at 1;(1%%{:)) ~ 1.

f
Framgangsmaten for & estimere standardfeilene til B og [* ved hjelp av pa-
rametrisk bootstrap er som fglger.

Forb=1,...,B
1. Trekk z7,..., x5, fra Weibull(a, B)

Q=

2. Beregn 3 = (35 S (7))
3. Trekk x7*, ..., x5 fra Weibull(a, )

S 30 %\ (v é r'0+1/a
4. Beregn 3} = (% >z (@) ) 3(§1/<jr(/30))'



Estimér standardfeilene o5 og 05 med

1 B ~ =
5=\ o o -
og
1 & =
S,é = B_1 b§:1 (5; - 5*)27

der 5* = 3 300, B og B* = 3 521, B

Vi ser at de to estimatorene har sveert like standardfeil, og estimatene er
ogsa sveert like. I dette tilfellet ar det altsa sveert liten effekt a korrigere for
forventningsskjevheten, trolig fordi n er sapass stor.



